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Chapitre 1

Convergence des suites et séries de fonctions

1. Convergence simple des suites de fonctions

Définition 1.1. Soit a P N, et soit pfnqněa une suite de fonctions à valeurs (réelles
ou) complexes définies sur un ensemble I.

(1) Étant donné t0 P I, on dit que la suite pfnq converge au point t0, ou
converge en t0, si la suite numérique pfnpt0qq admet une limite quand nÑ
8.

(2) Étant donné un ensemble E Ď I, on dit que pfnq converge simplement sur
E si elle convergeen tout point t P E ; autrement dit, si pour tout t P E, la suite
pfnptqqněa est convergente. On peut aussi dire “fnptq converge simplement sur
E”.

(3) Étant donné E Ď I et une fonction f : E Ñ C, on dit que la suite pfnq tend
simplement vers f sur E si fnptq Ñ fptq pour tout t P E. On écrit alors

“fn Ñ f simplement sur E”, ou encore “fn
CV S
ÝÝÝÑ f sur E”.

Remarque. On note lim fn la fonction f définie par fptq “ limnÑ8 fnptq en tout
point t où la suite pfnptqq converge.

Fait évident. Si pfnq converge simplement sur E, alors elle converge simplement
sur tout ensemble E1 Ď E.

Tautologie. Pour montrer que fn Ñ f simplement sur E, il faut

‚ fixer un point quelconque t P E ;

‚ se débrouiller pour montrer que fnptq Ñ fptq.

Exemple 1. Pour n ě 0, soit fn la fonction définie sur r´1, 1s par fnptq :“ tn.

(i) La suite pfnq converge simplement vers 0 sur s ´ 1, 1r.

(ii) La suite pfnq converge simplement sur s ´ 1, 1s vers la fonction f définie par
fp1q :“ 1 et fptq :“ 0 si ´1 ă t ă 1.

(iii) La suite fn ne converge pas au point t “ ´1, donc ne converge pas simplement
sur r´1, 1s.

Exemple 2. Pour n ě 1, soit fn la fonction définie sur R par fnptq :“ pt` 1
nq

2. La

suite pfnq converge simplement sur R vers la fonction fptq :“ t2.

Exemple 3. Soit α : I Ñ C telle que @t P I : |αptq| ă 1. Alors fnptq :“ αptqn Ñ 0
simplement sur I.
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Exemple 4. Soient I et Λ deux intervalles de R, et soit F : Λ ˆ I Ñ C une
fonction continue. Si pλnq est une suite de points de Λ telle que λn Ñ λ P Λ, alors
fnptq :“ fpλn, tq Ñ fptq “ F pλ, tq simplement sur I.

Écriture de la définition avec des quantificateurs. fn Ñ f simplement
sur E si et seulement si

@t P E @ε ą 0 DN “ Nt,ε tel que |fnptq ´ fptq| ď ε pour tout n ě N .

Donc : pour montrer que fn Ñ f simplement sur E, il faut en principe

‚ fixer un point quelconque t P E ;

‚ se débrouiller pour obtenir une majoration de la forme |fnptq ´ fptq| ď εnptq,
où “on voit bien” que εnptq Ñ 0 quand nÑ8.

Critère de Cauchy. La suite pfnq converge simplement sur E si et seulement si

@t P E @ε ą 0 DN “ Nt,ε tel que |fqptq ´ fpptq| ď ε pour tous p, q ě N .

Donc : pour montrer que fn Ñ f simplement sur E, on peut

‚ fixer un point quelconque t P E ;

‚ se débrouiller pour trouver une majoration de la forme |fpptq´fqptq| ď εp,qptq,
où “on voit bien” que εp,qptq Ñ 0 quand p et q tendent vers l’infini.

Intérêt. Le critère de Cauchy permet de montrer qu’une suite converge sans
connaitre a priori la limite.

2. Convergence uniforme des suites de fonctions

Définition 2.1. Soit pfnq une suite de fonctions, fn : I Ñ C, et soit E Ď I.

(1) On suppose que pfnq converge simplement sur E vers une fonction f . Alors,
on dit que fn tend uniformément vers f sur E si la chose suivante a lieu

@ε ą 0 DN “ Nε tel que |fnptq ´ fptq| ď ε pour tout n ě N et pour tout t P E.

Autrement dit, si pour ε ą 0 donné, on peut prendre “le même Nε pour tous
les t de E”. On écrit alors “fnptq Ñ fptq uniformément sur E”, ou encore

fn
CV U
ÝÝÝÑ f sur E”.

(2) On dit que pfnq converge uniformément sur E si elle tend uniformément
sur E vers une certaine fonction f .

Remarque triviale 1. CVU ùñ CVS.

Remarque triviale 2. CVS sur E ùñ CVU sur tout ensemble fini F Ď E.

Démonstration. Exo. �

Tautologie. Pour montrer que fn Ñ f uniformément sur E, il suffit de trouver
une suite pεnq de nombres réels positifs telle que

@t P I @n : |fnptq ´ fptq| ď εn et εn Ñ 0 quand nÑ8

Démonstration. Exo. �
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Pratique. Pour montrer que fn Ñ f uniformément sur E, on procède comme
suit.

‚ On montre d’abord que fn Ñ f simplement ; autrement dit, on fixe un t P E
quelconque, et on essaye d’obtenir une majoration de la forme |fnptq´fptq| ď
εnptq, où εnptq Ñ 0 ;

‚ On se débrouille pour montrer qu’on peut se débarasser de la dépendance en
t dans εnptq, i.e. on cherche une majoration de la forme εnptq ď εn, où εn ne
dépend pas de t P E et εn Ñ 0.

Exemple 2.2. Soit I un intervalle de R, et soit α : I Ñ C une fonction continue
vérifiant |αptq| ă 1 pour tout t P I. Alors fnptq “ αptqn Ñ 0 uniformément sur tout
compact E Ď I.

Démonstration. Soit E un compact de I comme la fonction |α| est continue sur E,
on peut trouver t0 P E tel que |αpt0q| ě |αptq| pour tout t P E. Alors c “ |αpt0q| est
ă 1, et |fnptq| ď εn “ cn pour tout t P E ; d’où le résultat puisque cn Ñ 0. �

Exemple 2.3. Soient Λ et I deux intervalles de R, et soit F : Λ ˆ I Ñ C une
fonction continue. Si pλnq est une suite de points de Λ telle que λn Ñ λ P Λ, alors
fnptq “ F pλn, tq Ñ fptq “ F pλ, tq uniformément sur tout compact E Ď I.

Démonstration. Comme λn Ñ λ, on peut trouver un intervalle compact ra, bs Ď Λ
tel que λ P ra, bs et λn P ra, bs pour tout n P N. Alors ra, bs ˆ E est un compact de
R2, donc la fonction continue F est uniformément continue sur ra, bs ˆE. Pour ε ą 0
donné, on peut donc trouver δ ą 0 tel que |F pu1, s1q´F pu, sq| ď ε dès que u, u1 P ra, bs
et s, s1 P E vérifient |u1 ´ u| ď δ et |s1 ´ s| ď δ. Ensuite, on peut trouver N tel que
|λn ´ λ| ď δ pour tout n ě N ; et on obtient alors |F pλn, tq ´ F pλ, tq| ď ε pour n ě N
et pour tout t P E. �

Remarque. La “morale” des deux exemples précédents est que la compacité donne
de l’uniformité. C’est un principe qu’il est important de retenir.

Fait 2.4. Soient fn : I Ñ C, E Ď I et f : E Ñ C. Si fn Ñ f uniformément sur E
alors, pour toute suite ptnq de points de E, la suite fnptnq ´ fptnq tend vers 0.

Démonstration. Supposons que fn
CV U
ÝÝÝÑ f , et soit ptnq une suite quelconque de

points de E. Pour ε ą 0 donné, on peut trouver N P N tel que |fnptq ´ fptq| ď ε pour
tout n ě N et pour tout t P E. En particulier |fnptnq ´ fptnq| ď ε pour tout n ě N , ce
qui prouve que fnptnq ´ fptnq Ñ 0. �

Conséquence. Si on a réussi à trouver une suite ptnq de points de E telle que
fnptnq ´ fptnq ne tend pas vers 0, alors on peut conclure que pfnq ne tend pas uni-
formément vers f sur E.

Exemple 1. fnptq :“ tn ne tend pas uniformément vers 0 sur s ´ 1, 1r.

Démonstration. Pour n ě 1, on prend par exemple tn :“ 1´ 1
n ¨ Alors

fnptnq “

ˆ

1´
1

n

˙n

“ en log
`

1´ 1
n

˘

nÑ8
ÝÝÝÑ 1{e;

et en particulier fnptnq ne tend pas vers 0. �

Exemple 2. fnptq :“ pt` 1
nq

2 ne tend pas uniformément vers t2 sur R.
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Démonstration. Pour tout t P R, on a fnptq´ t
2 “ 2t

n `
1
n2 ¨ Si on prend par exemple

tn :“ n, on voit ainsi que fnptnq ´ t
2
n “ 2` 1

n2 ne tend pas vers 0 quand nÑ8. �

Exercice. Montrer que la réciproque du Fait 2.4 est vraie : si fnptnq ´ fptnq Ñ 0
pour toute suite ptnq Ď E, alors fn Ñ f uniforméent sur E.

Critère de Cauchy uniforme. Une suite pfnq converge uniformément sur E Ď I
si et seulement si

@ε ą 0 DN “ Nε tel que |fqptq ´ fpptq| ď ε pour tous p, q ě N et pour tout t P E.

Démonstration. Si pfnq vérifie le critère de Cauchy uniforme, elle vérifie en parti-
culier le critère de Cauchy en tout point t P E ; donc pfnq converge simplement sur E
vers une fonction f : E Ñ C. Si maintenant on se donne ε ą 0 et si N “ Nε est choisi
comme plus haut, on obtient en faisant q Ñ8 :

|fptq ´ fpptq| ď ε pour tout p ě N et pour tout t P E;

ce qui prouve que fnptq Ñ fptq uniformément sur E. �

Conséquence pratique. Pour montrer qu’une suite pfnq converge uniformément
sur E, il suffit d’obtenir des majorations de la forme

|fpptq ´ fqptq| ď εp,q,

où εp,q est indépendant de t P E et εp,q Ñ 0 quand p, q Ñ8.

3. Convergence simple ou uniforme des séries de fonctions

Définition 3.1. Soit pukqkPN une suite de fonctions définies sur I, et soit E Ď I.
Pour n P N, on pose Snptq “

řn
k“0 ukptq. On dit que la série

ř

uk converge sim-
plement sur E suite la suite de fonctions pSnq converge simplement sur E, et que la
série

ř

uk converge uniformément sur E si la suite pSnq converge uniformément
sur E.

Remarque. On note
ř8
k“0 uk la fonction S définie par Sptq “

ř8
k“0 ukptq en tout

point t où la série
ř

ukptq converge.

Exemple 3.2. Soit pbkqkě1 une suite de fonctions à valeurs réelles définies sur I,
avec bkptq ě 0 pour tout t P I. On suppose que la suite pbkq est décroissante, i.e.
bk`1ptq ď bkptq pour tout t P I et pour tout k.

(i) Si bkptq Ñ 0 simplement sur I, alors la série
ř

p´1qkbkptq converge simplement
sur I.

(ii) Si bkptq Ñ 0 uniformément sur I, alors la série
ř

p´1qkbkptq converge uni-
formément sur I.

Démonstration. (i) est simplement le critère de convergence des séries alternées.
Pour (ii), on utilise la majoration du reste d’une série alternée : en posant

rnptq “ Sptq ´ Snptq “
8
ÿ

k“n`1

p´1qkbkptq,

on a
|rnptq| ď bn`1ptq;

donc rnptq Ñ 0 uniformément sur I si bkptq Ñ 0 uniformément. �
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Critères de Cauchy. Si p ă q, on a

Sq ´ Sp “

q
ÿ

k“p`1

uk.

Donc, les critères de Cauchy pour la convergence de la série
ř

ukptq s’écrivent comme
suit.

(a) Critère de Cauchy pour la convergence simple (sur E) :

@t P E @ε ą 0 DN “ Nt,ε :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q
ÿ

k“p`1

ukptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε pour tout n ě N.

(b) Critère de Cauchy pour la convergence uniforme (sur E) :

@ε ą 0 DN “ Nε :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q
ÿ

k“p`1

ukptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε pour n ě N et pour tout t P E.

Proposition 3.3. (Critères d’Abel uniformes)

Soit pukq une suite de fonctions uk : I Ñ C. On suppose que les uk sont de la forme
ukptq “ akptqbkptq, où ak et bk sont des fonctions sur I, avec bk à valeurs réelles et
bkptq ě 0 sur I. On suppose de plus que la suite pbkq est décroissante. Soit aussi
E Ď I. Dans chacun des 2 cas suivants, la série

ř

ukptq converge uniformément sur
E.

(1) La série
ř

akptq converge uniformément sur E, et la suite pbkq est uni-
formément majorée sur E, i.e il existe une constante M telle que bkptq ď
M pour tout k et pour tout t P E.

(2) bkptq Ñ 0 uniformément sur E, et les sommes partielles de la série
ř

akptq
sont uniformément bornées, i.e. il existe une constante M telle que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“0

akptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ďM pour tout n P N et pour tout t P E.

Démonstration. (1) On va utiliser le critère de Cauchy uniforme ; donc il s’agit de
majorer en module des sommes du type

Sp,qptq “

q
ÿ

k“p`1

akptqbkptq.

On effectue une transformation d’Abel sur les restes en posant

rkptq “
8
ÿ

l“k`1

akptq.

Par hypothèse, les rkptq sont bien définis et

rkptq Ñ 0 uniformément sur I.

De plus, on a

akptq “ rk´1ptq ´ rkptq pour tout k ě 1.
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Donc, pour tous p ă q, on peut écrire

Sp,qptq “

q
ÿ

k“p`1

`

rk´1ptq ´ rkptq
˘

bkptq

“

q
ÿ

k“p`1

rk´1ptqbkptq ´

q
ÿ

k“p`1

rkptqbkptq

“

q´1
ÿ

k“p

rkptqbk`1ptq ´

q
ÿ

k“p`1

rkptqbkptq

“

q´1
ÿ

k“p`1

rkptq
`

bk`1ptq ´ bkptq
˘

` rpptqbp`1ptq ´ rqptqbqptq.

On en déduit

|Sp,qptq| ď

q´1
ÿ

k“p

|rkptq| |bk`1 ´ bkptq| ` |rpptqbp`1ptq| ` |rqptqbqptq|

“

q´1
ÿ

k“p`1

|rkptq|
`

bkptq ´ bk`1ptq
˘

` |rpptq| bp`1ptq ` |rqptq| bqptq,

où on a utilisé que la suite pbkq est décroissante avec bk ě 0.
Maintenant, soit ε ą 0. Comme rkptq Ñ 0 uniformément sur I, on peut trouver un
entier K tel que

|rkptq| ď ε pour k ě K et pour tout t P I.

On déduit que si K ď p ă q, alors on a pour tout t P I :

|Sp,qptq| ď ε

q´1
ÿ

k“p`1

`

bkptq ´ bk`1ptq
˘

` ε
`

bp`1ptq ` bqptq
˘

“ ε pbp`1ptq ´ bqptq
˘

` ε
`

bp`1ptq ` bqptq
˘

“ 2ε bp`1ptq

ď 2Mε.

On a donc bien montré que le critère de Cauchy uniforme est satisfait.

(2) Avec les notations de (1), on effectue cette fois une transformation d’Abel sur
les sommes partielles, en posant

Akptq “
k
ÿ

l“0

alptq,

de sorte que

akptq “ Akptq ´Ak´1ptq pour tout k ě 1,

et donc

Sp,qptq “

q
ÿ

k“p`1

`

Akptq ´Ak´1ptq
˘

bkptq.
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Le calcul donne cette fois

Sp,qptq “

q
ÿ

k“p`1

Akptqbkptq ´

q´1
ÿ

k“p

Akptqbk`1ptq

“

q´1
ÿ

k“p`1

Akptq
`

bkptq ´ bk`1ptq
˘

`Aqptqbqptq ´Apptqbp`1ptq;

et on en déduit

|Sp,qptq| ď

q´1
ÿ

k“p`1

|Akptq|
`

bkptq ´ bk`1ptq
˘

` |Aq`1ptq| bqptq ` |Ap`1ptq| bp`1ptq

ď 2M bp`1ptq,

où on a utilisé le fait que |Akptq| ď M pour tout k et pour tout t P I. Comme
bp`1ptq Ñ 0 uniformément sur I, cela montre que le critère de Cauchy uniforme est
satisfait. �

Exemple 3.4. Soit α ą 0. Les séries
ř

kě1
cospktq
tα et

ř

kě1
sinpktq
kα convergent uni-

formément sur tout intervalle compact ra, bs tel que ra, bs X 2πZ “ H.

Démonstration. Comme cospktq et sinpktq sont les parties réelles et imaginaires de

eikt, il suffit de montrer que la série
ř

kě1
eikt

k converge uniformément sur ra, bs.

On applique “Abel 2” avec akptq “ eikt et les fonctions constantes bkptq “
1
kα . Il

est évident que la suite pbkq est décroissante et que bkptq Ñ 0 uniformément. De plus,
on a pour tout n P N et pour tout t P ra, bs :

n
ÿ

k“1

akptq “
n
ÿ

k“1

`

eit
˘k
“ eit

1´ eint

1´ eit
,

où on a le droit d’écrire le quotient car t R 2πZ et donc eit ‰ 1. On en déduit
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

akptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
2

|1´ eit|
:“ φptq.

Enfin, comme la fonction φ est continue sur l’intervalle compact ra, bs, on peut la
majorer par une constante M . Ainsi,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

akptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ďM pour tout n et pour tout t P ra, bs;

donc le critère d’Abel s’applique. �

4. Convergence normale des séries de fonctions

Notation. Pour toute suite pαkqkPN de nombres réels positifs, on pose
ř8
k“0 αk “

limnÑ8
řn
k“0 αk ; limite qui existe dans r0,8s car les sommes partielles An “

řn
k“0 αk

forment une suite croissante. Par définition, on a donc
ř8
k“0 αk ă 8 si et seulement

si la série
ř

αk est convergente. De même, une série de nombres complexes
ř

ck est
absolument convergente si et seulement si

ř8
k“0 |ck| ă 8.
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Définition 4.1. Soit pukq une suite de fonctions défies sur I, et soit E Ď I. On
dit que la série

ř

uk converge normalement sur E si la chose suivante a lieu : il
existe une suite pαkq de nombres réels positifs telle que

@k @t P I : |ukptq| ď αk et
8
ÿ

k“0

αk ă 8.

Théorème 4.2. Toute série normalement convergente est uniformément conver-
gente

Démonstration. Supposons que la série
ř

uk converge normalement sur E, et soit
pαkq comme dans la définition. Pour tous p ă q et t P E, on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q
ÿ

k“p`1

ukptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

q
ÿ

k“p`1

|ukptq| ď

q
ÿ

k“p`1

αk :“ εp,q.

Comme εp,q ne dépend pas de t P E et tend vers 0 quand p, q Ñ 8 puisque la série
ř

αk est convergente, cela montre que la série
ř

uk satisfait le critère de Cauchy
uniforme. �

Remarque importante. En général, il n’est pas très difficile de montrer qu’une
série de fonctions est normalement convergente si elle l’est effectivement. Donc, si on
doit montrer qu’une série de fonctions

ř

uk est uniformément convergente, il faut avant
toute chose essayer de voir si elle ne serait pas normalement convergente.

Tautologie. Pour montrer que
ř

uk converge normalement sur E, il faut obtenir
une majoration de la forme |ukptq| ď αk pour t P E, où αk est est le terme général
d’une série convergente et ne dépend pas de t.

Exemple 4.3. Soit Ω “ ts P C; Repsq ą 1u. La série
ř

kě1
1
ks converge absolument

en tout point s P Ω, et il y a convergence normale sur tout compact E Ď Ω. La somme
de cette série s’appelle la fonction ζ de Riemann :

ζpsq “
8
ÿ

k“1

1

ks
pour Repsq ą 1.

Démonstration. Soit s “ x ` iy P Ω. Pour tout k P N˚, on a par définition ks “
es logpkq “ ex logpkqeiy logpkq “ kxeiy logpkq. Donc

|ks| “ kx “ kRepsq.

On a ainsi
ˇ

ˇ

1
ks

ˇ

ˇ “ 1
kx , et donc

ř8
k“1

ˇ

ˇ

1
ks

ˇ

ˇ ă 8 car x ą 1. Ainsi,
ř 1

ks converge absolument
en tout point s P Ω.

Maintenant, soit E un compact de Ω. Comme la fonction s ÞÑ Repsq est continue sur
E, elle possède un minimum sur E : on a un s0 P E tel que @s P E Repsq ě β0 “ Reps0q.
On en déduit

@s P E @k ě 1 :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

ks

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

kRepsq
ď

1

kβ0
:“ αk.

Comme β0 ą 1, la série
ř

αk “
ř 1

kβ0
est convergente ; et comme αk ne dépend pas

de s P E, cela montre que la série
ř 1

ks converge normalement sur E. �
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5. Lien avec la “norme uniforme”

Notation. Si I est un ensemble quelconque, on note `8pIq l’ensemble de toutes
les fonctions bornées f : I Ñ C. Pour f P `8pIq, on pose

}f}8 “ sup t|fptq|; t P Iu.

Fait. `8pIq est un espace vectoriel, et } ¨ }8 est une norme sur `8pIq.

Démonstration. Exo à savoir faire les yeux fermés. �

Tautologie importante. Pour f : I Ñ C et M P R`, on a l’équivalence

pf P `8pIq avec }f}8ďďďMq ðñ p@t P I : |fptq|ďďďMq .

Attention : l’équivalence devient fausse si on remplace ď par ă.

Lemme 5.1. Soit pfnq une suite de fonctions bornées sur I, et soit f : I Ñ C
une fonction bornée. Alors fn Ñ f uniformément si et seulement si }fn ´ f}8 Ñ 0 ;
autrement dit, si fn Ñ f dans l’espace p`8pIq, } ¨ }8).

Remarque. Pour cette raison, la norme } ¨ }8 s’appelle la norme de la conver-
gence uniforme.

Preuve du lemme. Par définition fn Ñ f uniformément si et seulement si

@ε ą 0 DN @n ě N
´

@t P I : |fnptq ´ fptq| ď ε
¯

.

Maintenant, par la “tautologie importante”, on a l’équivalence
´

@t P I : |fnptq ´ fptq| ď ε
¯

ðñ }fn ´ f}8 ď ε.

Donc fn
CV U
ÝÝÝÑ f si et seulement si

@ε ą 0 DN @n ě N : }fn ´ f}8 ď ε;

ce qui signifie exactement que fn Ñ f pour la norme } ¨ }8. �

Corollaire 5.2. Une suite pfnq de fonctions bornées converge uniformément sur
I si et seulement si elle converge dans `8pIq pour la norme } ¨ }8.

Corollaire 5.3. Soit pfnq une suite de fonctions bornées sur I. Si pfnq converge
uniformément sur I, alors pfnq est uniformément bornée sur I : il existe une
constante M telle que

@n @t P I : |fnptq| ďM.

Démonstration. On sait que dans un evn, toute suite convergente est bornée. Donc,
si pfnq converge uniformément sur I, i.e. converge dans `8pIq, elle est bornée dans
`8pIq : on a donc une constante M telle que @n : }fn}8 ďM , ce qui est la conclusion
souhaitée par la “tautologie importante”. �

Corollaire 5.4. Soit ra, bs un intervalle compact de R. Si fn est une suite de
fonctions continues convergeant uniformément sur ra, bs, alors pfnq est uniformément
bornée.

Démonstration. On sait que toute fonction continue sur ra, bs est bornée ; donc le
corollaire précédent s’applique. �
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Remarque. Une suite de fonctions pfnq peut converger uniformément sur un en-
semble I sans qu’aucune fonction fn ne soit bornée sur I. Par exemple, fnptq “ t`2´n

converge vers fptq “ t uniformément sur R, mais aucune fn n’est bornée sur R.

Lemme 5.5. Soit pukq une suite de fonctions définies sur I. Alors la série
ř

uk
converge normalement sur I si et seulement si les uk sont dans `8pIq et

ř8
k“0 }uk}8 ă

8.

Démonstration. Par définition,
ř

uk converge normalement sur I si et seulement
si il existe une suite de nombres réels pαkq telle que

@k @t P I |ukptq| ď αk et
8
ÿ

k“0

αk ă 8.

Autrement dit :
ř

uk converge normalement si et seulement si

Dpαkq telle que p@k : uk P `
8pIq avec }uk}8 ď αkq et

8
ÿ

k“0

αk ă 8;

ce qui est une manière alambiquée d’écrire : “les uk sont dans `8pIq et
ř8
k“0 }uk}8 ă

8”. �

6. Approximation par des polynômes

Théorème 6.1. (Théorème de Weierstrass)

Soit ra, bs Ď R un intervalle fermé borné. Si f : ra, bs Ñ C est une fonction conti-
nue quelconque, on peut trouver une suite de fonctions polynomiales pPnq telle que
Pnptq Ñ fptq uniformément sur ra, bs.

Démonstration. On le fait pour ra, bs “ r´1
4 ,

1
4 s. Exo : c’est suffisant. (Indication :

pour un intervalle ra, bs quelconque (non trivial), il y a une bijection affine ϕ : RÑ R telle que

ϕpr´ 1
4 ,

1
4 sq “ ra, bs ; et si rP est un polynôme, alors P ptq :“ rP pϕ´1ptqq aussi.)

Soit donc f : r´1
4 ,

1
4 s Ñ C continue. On prolonge f en une fonction continue sur R

et nulle en dehors de r´1
2 ,

1
2 s (faire un dessin), et on note encore f ce prolongement.

Pour n P N, on définit Kn : RÑ R par

Knptq :“
1

αn
p1´ t2qn, où αn :“

ş1
´1p1´ t

2qn dt.

Puis on définit Pn : RÑ C par

Pnpxq :“

ż 1

´1
fpx´ tqKnptq dt.

Fait 1. Les fonctions Pn sont polynomiales sur r´1
2 ,

1
2 s, et donc sur r´1

4 ,
1
4 s.

Preuve du Fait 1. Par changement de variable, on a

Pnpxq “

ż x`1

x´1
fpuqKnpx´ uq du.

De plus, si x P r´1
2 ,

1
2 s, alors x´ 1 ď ´1

2 ď
1
2 ď x` 1 ; donc l’intervalle rx´ 1, x` 1s

contient r´1
2 ,

1
2 s. Comme f ” 0 en dehors de r´1

2 ,
1
2 s, on peut donc remplacer

şx`1
x´1 par
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ş1{2
´1{2 :

@x P
”

´
1

2
,
1

2

ı

: Pnpxq “

ż 1
2

´ 1
2

fpuqKnpx´ uq du.

Maintenant, comme Knptq est une fonction polynomiale, Knpx ´ uq est une fonction

polynomiale en x et u : on peut donc écrire Knpx´ uq “
řN
i“0 hipuqx

i, où les hi sont

des polynômes. Donc, pour x P r´1
2 ,

1
2 s :

Pnpxq “

ż 1
2

´ 1
2

fpuq

˜

N
ÿ

i“0

hipuqx
i

¸

du “
N
ÿ

i“0

˜

ż 1
2

´ 1
2

fpuqhipuq du

¸

xi :“
N
ÿ

i“0

ci x
i,

où les coefficients ci ne dépendent pas de x. �

Fait 2. La suite pKnq possède les propriétés suivantes.

(i) Kn ě 0 et
ş1
´1Knptq dt “ 1 pour tout n P N.

(ii) Pour tout δ vérifiant 0 ă δ ă 1, on a

lim
nÑ8

ż 1

δ
Knptq dt “ 0 “ lim

nÑ8

ż ´δ

´1
Knptq dt.

Preuve du Fait 2. (i) est évident par définition de αn.

(ii) Fixons δ avec 0 ă δ ă 1. Comme Kn est paire, il suffit de montrer que
ş1
δ Knptq dt Ñ 0. Comme la fonction t ÞÑ p1 ´ t2qn est positive et décroissante sur
r0, 1s, on a d’une part

αn “

ż 1

´1
p1´ t2qndt ě

ż δ{2

0
p1´ t2qndt ě p1´ pδ{2q2qn ˆ

δ

2
,

et d’autre part
ż 1

δ
p1´ t2qndt ď p1´ δ2qn ˆ p1´ δq ď p1´ δ2qn.

Donc
ż 1

δ
Knptq dt “

1

αn

ż 1

δ
p1´ t2qn dt ď

2

δ

p1´ δ2qn
`

1´ pδ{2q2
˘n “

2

δ
ρn,

où ρ :“ 1´δ2

1´pδ{2q2
ă 1. Et donc en effet

ş1
δ Knptq dtÑ 0.

�

Fait 3. Pour tout x P r´1
4 ,

1
4 s et pour tout n, on a

Pnpxq ´ fpxq “

ż 1

´1

`

fpx´ tq ´ fpxq
˘

Knptq dt, et donc

|Pnpxq ´ fpxq| ď

ż 1

´1

ˇ

ˇfpx´ tq ´ fpxq|Knptq dt.

Preuve du Fait 3. Comme
ş1
´1Knptq dt “ 1, on peut écrire

fpxq “ fpxq ˆ

ż 1

´1
Knptq dt “

ż 1

´1
fpxqKnptq dt;

donc Pnpxq ´ fpxq “
ş1
´1 fpx´ tqKnptq dt´

ş1
´1 fpxqKnptq dt. �
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On a maintenant tout ce qu’il faut pour montrer que Pnptq Ñ fptq uniformément
sur r´1

4 ,
1
4 s (en fait, sur R tout entier).

Soit ε ą 0. On cherche un entier N tel que

@n ě N @x P
”

´
1

4
,
1

4

ı

: |Pnpxq ´ fpxq| ď ε.

Comme f est continue, elle est uniformément continue sur r´1
2 ,

1
2 s. On peut donc

trouver δ ą 0, avec δ ď 1{4 si on veut, tel que

@u, v P
”

´
1

2
,
1

2

ı

vérifiant |u´ v| ď δ, on a |fpvq ´ fpuq| ď ε{2.

En particulier :

@x P
”

´
1

4
,
1

4

ı

@t P r´δ, δs : |fpx´ tq ´ fpxq| ď ε{2.

Enfin, la fonction f est bornée sur R car elle est continue, donc bornée sur r´1
2 ,

1
2 s,

et nulle en dehors de r´1
2 ,

1
2 s ; donc on a une constante M telle que

@x, t P R : |fpx´ tq ´ fpxq| ďM.

Par le Fait 3, on a donc, pour n P N et x P r´1
4 ,

1
4 s :

|Pnpxq ´ fpxq| ď

ż 1

´1
|fpx´ tq ´ fpxq|Knptq dt

ď

ż ´δ

´1
p¨ ¨ ¨ q `

ż δ

´δ
|fpx´ tq ´ fpxq|Knptq dt`

ż 1

δ
p¨ ¨ ¨ q

ďM

ˆ
ż ´δ

´1
Knptq dt`

ż 1

δ
Knptq dt

˙

` ε{2

ż δ

´δ
Knptq dt

ďM εn ` ε{2.

Mais par le Fait 2, εn Ñ 0 quand n Ñ 8 ; donc on peut trouver un entier N tel
que @n ě N : Mεn ď ε{2. On a alors

@n ě N @x P
”

´
1

4
,
1

4

ı

: |Pnpxq ´ fpxq| ď ε{2` ε{2 “ ε.

�

Rappel. Soit E un evn. Une partie D de E est dite dense dans E si on a D “ E.
Il revient au même de direr qu’on a D XO ‰ H pour tout ouvert non vide O Ď E ;r que pour tout x P E et pour tout ε ą 0, on peut trouver z P D tel que

}z ´ x} ă ε ;r que pour tout x P E, on peut trouver une suite pznq d’éléments de D telle que
zn Ñ x.

Corollaire 6.2. Notons Cpra, bsq l’espace des fonctions continues sur ra, bs. Alors
les fonctions polynomiales sont denses dans pCpra, bsq, } ¨ }8q.

Démonstration. Le Théorème de Weierstrass dit que pour toute f P Cpra, bsq, on
peut trouver une suite de fonctions polynomiales pPnq telle que }Pn´ f}8 Ñ 0 ; ce qui
est la définition (ou en tous cas une formulation équivalente) de la densité. �



Chapitre 2

Propriétés de la limite d’une suite de fonctions

1. Intégrabilité

Le théorème suivant est facile à démontrer, et suffira amplement pour toutes les
“interversions de limites et d’intégrales” qu’on aura besoin de faire ultérieurement. Des
résultat plus sophistiqués seront démontré à la fin du chapitre.

Théorème 1.1. Soit ra, bs un intervalle fermé borné de R, et soit pfnq une suite
de fonctions intégrables au sens de Riemann sur ra, bs. On suppose que pfnq converge
uniformément sur ra, bs vers une fonction f . Alors f est intégrable au sens de Rie-

mann sur ra, bs et
şb
a fnptq dtÑ

şb
a fptq dt. Ainsi, on a le droit d’écrire

ż b

a

´

lim
nÑ8

fnptq
¯

dt “ lim
nÑ8

ż b

a
fnptq dt

si on a vérifié que la suite pfnq converge uniformément sur ra, bs.

Démonstration. (i) Supposons avoir montré que f est intégrable au sens de Rie-

mann sur ra, bs, et montrons que
şb
a fnptq dtÑ

şb
a fptq dt.

On a pour tout n P N :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
fnptq dt´

ż b

a
fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

`

fnptq ´ fptq
˘

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a
|fnptq ´ fptq| dt ď }fn ´ f}8 ˆ pb´ aq;

donc tout est clair !

(ii) Maintenant, montrons que f est intégrable au sens de Riemann sur ra, bs. En
considérant séparément parties réelles et imaginaires, on se ramène au cas où f et les
fn sont à valeurs réelles.

Soit ε ą 0. On cherche des fonctions en escalier ϕ et ψ telles que

ϕ ď f ď ψ et

ż b

a

`

ψptq ´ ϕptq
˘

dt ď ε.

Comme fn Ñ f uniformément, on peut trouver un entier N tel que

@t P ra, bs : |fN ptq ´ fptq| ď ε;

autrement dit :

@t P ra, bs : fN ptq ´ ε ď fptq ď fN ptq ` ε.

Ensuite, fN est intégrable au sens de Riemann sur ra, bs ; donc on peut trouver des
fonctions en escalier ϕN et ψN telles que

ϕN ď fN ď ψN et

ż b

a

`

ψN ptq ´ ψN ptq
˘

dt ď ε.

17
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On a alors

@t P ra, bs : ϕN ptq ´ ε
loooomoooon

ϕptq

ď fN ptq ´ ε ď fptq ď fN ptq ` ε ď ϕN ptq ` ε
loooomoooon

ψptq

.

Les fonctions ϕ et ψ sont en escalier, et
ż b

a

`

ψptq ´ ϕptq
˘

dt ď

ż b

a

`

pψN ´ ϕN q ` 2ε
˘

ď ε
`

1` 2pb´ aq
˘

.

Conclusion : en partant de ε1 :“ ε{
`

1` 2pb´aq
˘

au lieu de ε, on obtient le résultat
souhaité. �

Corollaire 1.2. Soit pukq une suite de fonctions intégrables au sens de Riemann
sur ra, bs. Si la série

ř

uk converge normalement sur ra, bs, alors on a le droit d’écrire

ż b

a

´

8
ÿ

k“0

ukptq
¯

dt “
8
ÿ

k“0

ż b

a
ukptq dt.

Démonstration. On applique le théorème à la suite des sommes partielles Sn “
řn
k“0 uk, qui converge uniformément vers S “

ř8
k“0 uk puisque la convergence normale

entraine la convergence uniforme. Cela donne

ż b

a

´

8
ÿ

k“0

uk

¯

“ lim
nÑ8

ż b

a

´

n
ÿ

k“0

uk

¯

“ lim
nÑ8

n
ÿ

k“0

ż b

a
uk “

8
ÿ

k“0

ż b

a
uk.

�

Exemple 1.3. Pour tout x P r0, 1r, on a

8
ÿ

k“1

xk

k
“ ´ logp1´ xq.

Démonstration. D’après le théorème fondamental de l’analyse, on a

´ logp1´ xq “

ż x

0

dt

1´ t
¨

Par ailleurs,

1

1´ t
“

8
ÿ

k“0

tk pour tout t P r0, xs,

où la série converge normalement sur r0, xs car |tk| ď xk sur r0, xs et x ă 1. On peut
donc écrire

ż x

0

dt

1´ t
“

8
ÿ

k“0

ż x

0
tkdt “

8
ÿ

k“0

xk`1

k ` 1
“

8
ÿ

k“1

xk

k
¨

�

Exemple. Soit pfnqně2 la suite de fonctions sur r0, 1s définie comme suit : fnptq :“
0 en dehors de r 1

n ,
2
n s et fnptq :“ n sur r 1

n ,
2
n s (faire un dessin). Alors fnptq Ñ 0

simplement sur r0, 1s (exo), mais
ş1
0 fnptq dt “ 1 pour tout n. Donc : pour pouvoir

intervertir une limite et une intégrale, la convergence simple ne suffit pas.
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2. Continuité

Théorème 2.1. Soit I un intervalle de R, et soit pfnq une suite de fonctions
définies sur I. On suppose que les fn sont continues, et que la suite pfnq converge
simplement sur I vers une fonction f : I Ñ C, avec de plus convergence uniforme
sur tout compact E Ď I. Alors la fonction f :“ lim fn est continue sur I. En parti-
culier : si les fn sont continues et si fn Ñ f uniformément sur I, alors f est continue.

Démonstration. Il suffit de montrer que f est continue sur tout intervalle fermé
borné ra, bs Ď I (exo).

Soit t0 P ra, bs quelconque, et soit ε ą 0. On cherche un δ ą 0 tel que

|fptq ´ fpt0q| ď ε pour tout t P ra, bs vérifiant |t´ t0| ď δ.

Comme ra, bs est compact, on sait que fn Ñ f uniformément sur ra, bs. Donc on
peut trouver un entier N tel que

@t P ra, bs : |fN ptq ´ fptq| ď ε{3.

D’après l’inégalité triangulaire, on a alors

|fptq ´ fpt0q| ď |fptq ´ fN ptq| ` |fN ptq ´ fN pt0q| ` |fN pt0q ´ fpt0q

ď 2ε{3` |fN ptq ´ fN pt0q| pour tout t P ra, bs.

Ensuite, fN étant continue au point t0, on peut trouver δ ą 0 tel que

|fN ptq ´ fN pt0q| ď ε{3 pour tout t P I vérifiant |t´ t0| ď δ.

Alors, si t P ra, bs vérifie |t´ t0| ď δ, on a

|fptq ´ fpt0q| ď 2ε{3` |fN ptq ´ fN pt0q| ď ε.

�

Remarque. La preuve donne en fait le résultat suivant : Si fn Ñ f uniformément
sur tout compact, alors f est continue en tout point où les fn sont continues.

Corollaire 2.2. Soit pukq une suite de fonctions continues sur un intervalle
I Ď R. On suppose que la série

ř

ukptq converge en tout point t P I, avec convergence
normale sur tout compact E Ď I. Alors la fonction f “

ř8
k“0 uk est continue sur I.

En particulier : si la série
ř

uk converge normalement sur I, alors f “
ř8
k“0 uk est

continue sur I.

Démonstration. On applique le théorème aux sommes partielles Sn “
řn
k“0 uk, qui

sont des fonctions continues et convergent vers f uniformément sur tout compact. �

Exemple 1. La fonction ζ est continue sur s1,8r.

Démonstration. On a vu que la série
ř 1

ks converge normalement sur tout compact

E Ďs1,8r. Donc ζpsq “
ř8
k“1

1
ks est continue puisque les fonctions ukpsq “

1
ks le

sont. �

Exemple 2. La fonction fptq “
8
ř

k“1

eikt

k2
est continue sur R.

Démonstration. Les fonctions ukptq “
eikt

k2
sont continues sur R, et la série

ř

uk
converge normalement sur R �
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Exemple 3. Soit pfnq la suite de fonctions continues définies sur r0, 1s par fnptq “
tn. La suite pfnq converge simplement sur r0, 1s par la fonction non continue valant 0
sur r0, 1r et 1 au point 1. Donc : même si les fn sont continues, la convergence simple
ne suffit pas pour conclure à la continuité de f “ lim fn.

Corollaire 2.3. L’espace Cpra, bsq est un sous-espace fermé de `8pra, bsq.

Démonstration. Le théorème peut se reformuler comme suit : si pfnq est une suite
d’éléments de Cpra, bsq convergeant pour la norme de `8pra, bsq vers une une certaine f ,
alors f P Cpra, bsq ; ce qui signifie exactement que Cpra, bsq est fermé dans `8pra, bsq. �

3. Dérivabilité

Théorème 3.1. Soit I un intervalle de R, soit pfnq une suite de fonctions de
classe C1 définies sur I, et soit f : I Ñ C. On suppose que

(i) fnptq Ñ fptq simplement sur I ;

(ii) la suite des dérivées pf 1nq converge simplement sur I vers une fonction
g : I Ñ C, avec convergence uniforme sur tout compact E Ď I.

Alors on peut conclure que la fonction f :“ lim fn est de classe C1 sur I, avec f 1 “ g “
lim f 1n. En particulier : si fn Ñ f simplement sur I et si pf 1nq converge uniformément
sur I, alors f est C1 et f 1 “ lim f 1n.

Démonstration. D’abord, la fonction g est continue sur I d’après le théorème de
continuité, car les f 1n sont continues.

Soit x0 P I fixé. D’après le théorème fondamental de l’analyse, on a pour tout x P I
et pour tout n :

fnpxq “ fnpx0q `

ż x

x0

f 1nptq dt.

Comme f 1n Ñ g uniformément sur l’intervalle compact rx0, xs (ou rx, x0s si x ă x0), on
peut passer à la limite sous l’intégrale d’après le théorème 1.1, et on obtient

fpxq “ fpx0q `

ż x

x0

gptq dt pour tout x P I.

Comme g est continue, on en déduit (à nouveau par le théorème fondamental de l’ana-
lyse) que f est de classe C1 avec f 1 “ g. �

Remarque. Le théorème reste en fait vrai si les fn sont seulement supposées
dérivables : la conclusion est que la fonction limite f est dérivable avec f 1 “ g. La
preuve est cependant un peu plus délicate.

Corollaire 3.2. Soit pukq une suite de fonctions de classe C1 sur I. Si la série
ř

ukptq converge simplement sur I et si la série des dérivées
ř

u1kptq converge norma-
lement sur tout compact E Ď I, alors la fonction f “

ř8
k“0 uk est de classe C1 sur I,

avec f 1 “
ř8
k“0 u

1
k. En particulier, si la série

ř

uk converge simplement sur I et si la
série

ř

u1k converge normalement sur I, alors f “
ř8
k“0 uk est C1 et f 1 “

ř8
k“0 u

1
k.

Démonstration. On applique le théorème aux sommes partielles Sn “
řn
k“0 uk. �

Exemple 1. La fonction ζ est de classe C8 sur s1,8r.
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Démonstration. On a ζpsq “
ř8
k“1 ukpsq, où ukpsq “

1
ks “ e´s logpkq Les fonctions

uk sont de classe C1 sur s1,8r, avec u1kpsq “ ´ logpkqe´s logpkq “ ´
logpkq
ks ¨ On vérifie

(exo) que la série
ř

u1kpsq converge normalement sur tout compact E Ďs1,8r ; donc

la fonction ζ est de classe C1 sur s1,8r, avec ζ 1psq “ ´
ř8
k“1

logpkq
ks ¨ En répétant ce

raisonnement, on montre par récurrence que ζ est de classe Cn pour tout n ě 1 (donc

de classe C8), avec ζpnqpsq “ p´1qn
ř8
k“1

logpkqn

ks ¨ �

Exemple 2. La fonction fptq “
ř8
k“1

eikt

k3
est de classe C1 sur R.

Démonstration. Si on pose ukptq “
eikt

k3
, alors la série

ř

ukptq converge normalement

sur R car |ukptq| “
1
k3

; donc f est bien définie. Les fonctions uk sont de classe C1 sur

R, avec u1kptq “ i e
ikt

k2
¨ Donc la série

ř

u1kptq converge normalement sur R (micro-exo),

et donc f est de classe C1. �

Exemple 3. D’après le théorème de Weierstrass, il existe une suite pPnq de fonc-
tions polynomiales telle que Pnptq Ñ fptq “ |t| uniformément sur r´1, 1s ; et la fonction
f n’est pas dérivable en 0. Donc : même si les fn sont C8, la convergence uniforme de
la suite pfnq ne suffit pas à assurer la dérivabilité de f “ lim fn. Voici un exemple
plus “élémentaire” : pour n P N˚, soit fn : r´1, 1s Ñ R la fonction définie par

fnptq :“
b

t2 ` 1
n ¨ Alors les fn sont de classe C8 (micro-exo, la suite pfnq converge

simplement vers fptq “ |t| (autre micro-exo), et la convergence est en fait uniforme car

|fnptq ´ fptq| “
a

t2 ` 1{n ´
?
t2 ď

a

1{n pour tout n et pour tout t P r´1, 1s (exo :
on a

?
u` v ď

?
u`

?
v pour tous u, v ě 0).

Exemple 4. Soit pfnq la suite de fonctions définies sur R par fnptq “
1
ne

in2t. Alors

fnptq Ñ 0 simplement, les fn sont C1, fnptq Ñ 0 uniformément, mais |f 1nptq| Ñ 8 pour
tout t P R. Donc : même si f “ lim fn est de classe C1, la convergence uniforme de la
suite fn vers f ne suffit pas pour affirmer que f 1n Ñ f 1.

4. Application : intégrales à paramètres

Soit Λ un intervalle de R. On s’intéresse à une fonction f : Λ Ñ C de la forme

fpλq “

ż b

a
F pλ, tq dt,

où F : Λˆra, bs Ñ C est une fonction telle que pour tout λ P Λ, la fonction t ÞÑ F pλ, tq
soit intégrable au sens de Riemann sur ra, bs.

Proposition 4.1. Si la fonction F : Λˆ ra, bs Ñ C est continue sur Λˆ ra, bs,

alors la fonction fpλq “
şb
a F pλ, tq dt est continue sur Λ.

Démonstration. Soit λ P Λ fixé, et soit pλnq une suite d’éléments de Λ telle que
λn Ñ λ. On veut montrer que fpλnq Ñ fpλq.

Comme F est continue sur Λˆ ra, bs, on sait que F pλn, tq Ñ F pλ, tq uniformément

sur ra, bs (cf l’Exemple 2.3 du Chapitre 1). Donc fpλnq “
şb
a F pλn, tq dt tend vers

şb
a F pλ, tq dt “ fpλq, d’après le Théorème 1.1. �

Proposition 4.2. On suppose que la fonction F : Λ ˆ ra, bs Ñ C vérifie les hy-
pothèses suivantes :

(i) pour tout t P ra, bs fixé, la fonction λ ÞÑ F pλ, tq est de classe C1 sur Λ ;
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(ii) la fonction pλ, tq ÞÑ BF
Bλ pλ, tq est continue sur Λˆ ra, bs.

Alors la fonction fpλq “
şb
a F pλ, tq dt est de classe C1 sur Λ, et on peut dériver

sous l’intégrale :

@λ P Λ : f 1pλq “

ż b

a

BF

Bλ
pλ, tq dt.

Démonstration. En considérant séparément partie réelle et partie imaginaire, on
se ramène au cas où F est à valeurs réelles.

Par le “théorème de continuité”, la fonction gpλq “
şb
a
BF
Bλ pλ, tq dt est continue sur

Λ. Donc, il suffit de montrer que f est dérivable en tout point, avec f 1 “ g.

Soit λ P Λ fixé. Il s’agit de montrer que pour toute suite pλnq tendant vers λ (avec

λn ‰ λ pour tout n), on a que fpλnq´fpλq
λn´λ

Ñ gpλq. On fixe donc une telle suite pλnq.
On a par définition

fpλnq ´ fpλq “

ż b

a

`

F pλn, tq ´ F pλ, tq
˘

dt,

et donc
fpλnq ´ fpλq

λn ´ λ
“

ż b

a

F pλn, tq ´ F pλ, tq

λn ´ λ
dt.

De plus, par le théorème des accroissements finis (applicable car F est à valeurs
réelles), on peut écrire, pour tout t P ra, bs et pour tout n :

F pλn, tq ´ F pλ, tq

λn ´ λ
“
BF

Bλ
pcn,t, tq,

où le point cn,t est entre λ et λn. En particulier, cn,t Ñ λ quand n Ñ 8, uni-
formément par rapport à t P ra, bs (car |cn,t ´ λ| ď |λn ´ λ|, qui tend vers 0

et ne dépend pas de t). Comme la fonction BF
Bλ est continue sur Λˆra, bs, on en déduit

(cf l’Exemple 2.3 du Chapitre 1) que

F pλn, tq ´ F pλ, tq

λn ´ λ
Ñ
BF

Bλ
pλ, tq uniformément sur ra, bs.

Donc, d’après le théorème 1.1,

fpλnq ´ fpλq

λn ´ λ
Ñ

ż b

a

BF

Bλ
pλ, tq dt “ gpλq.

�

Exemple. Calcul de l’intégrale I “

ż 2π

0
ee
it
dt.

Soit f : RÑ C la fonction définie par

fpλq “

ż 2π

0
eλe

it
dt.

On vérifie sans aucune difficulté (micro-exo) que la fonction F pλ, tq “ eλe
it

vérifie les
hypoythèses du “théorème de dérivabilité”. Donc f est de classe C1 sur R, avec

f 1pλq “

ż 2π

0

B

Bλ

´

eλe
it
¯

dt “

ż 2π

0
eiteλe

it
dt.
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Mais si λ ‰ 0 est fixé, alors

eiteλe
it
“

d

dt

´ 1

iλ
eλe

it
¯

.

Donc

f 1pλq “
” 1

iλ
eλe

it
ı2π

0
“ 0 pour tout λ ‰ 0.

Comme f 1 est continue, c’est vraie également pour λ “ 0. Ainsi f 1 ” 0, et donc la
fonction f est constante sur R. En particulier fp1q “ fp0q, autrement dit

ż 2π

0
ee
it
dt “

ż 2π

0
e0 eitdt “ 2π.

Exercice. Soit I : RÑ R la fonction définie par

Ipxq “

ż π

0
ex cos θdθ.

Montrer que I est de classe C2 et vérifie l’équation différentielle

x2I2pxq ` xI 1pxq ´ x2Ipxq “ 0.

5. Convergence bornée et convergence dominée

Dans cette section, on va démontrer deux résultats d’interversion de limite et
d’intégrale beaucoup plus “performants” que le Théorème 1.1. Ces résultats s’appellent
le Théorème de convergence bornée et le Théorème de convergence dominée.
(Le second est en fait plus général que le premier, mais le premier est plus simple à
énoncer.)

5.1. Convergence bornée. Le Théorème de convergence bornée est un résultat
d’interversion de limite et d’intégrale sur un intervalle compact ra, bs, où l’hypothèse
de convergence uniforme de la suite de fonctions pfnq est remplacée par une hypothèse
du type “convergence simple + bornitude uniforme”.

Théorème 5.1. Soit ra, bs Ď R un intervalle compact, et soit pfnq une suite de
fonctions intégrables au sens de Riemann sur ra, bs. On suppose que pfnq converge sim-
plement sur ra, bs vers une fonction f intégrable au sens de Riemann sur ra, bs, et que la
suite pfnq est uniformément bornée, autrement dit qu’il existe une constante M telle

que |fnptq| ďM pour tout n et pour tout t P ra, bs. Alors
şb
a fptq dt “ limnÑ8

şb
a fnptq dt.

Remarque. Formellement, le “point faible” du Théorème 5.1 est qu’on doit supposer
que la fonction limite f est intégrable au sens de Riemann sur ra, bs. L’hypothèse ne
peut pas être omise si on reste dans le cadre de l’intégrale au sens de Riemann : il y
a des cas où la fonction limite n’est pas intégrable au sens de Riemann. Cependant,
il existe des théories de l’intégration plus générales, par exemple l’intégration dite au
sens de Lebesgue, qui permettent d’éliminer ce “point faible” : sous l’hypothèse
“convergence simple + bornitude uniforme”, la fonction limite f est automatiquement
intégrable sur ra, bs au sens de la théorie considérée.

La preuve du Théorème 5.1 va être un peu longue et un peu délicate ; mais le
résultat en vaut la peine. On aura besoin de manipuler des sous-ensembles particuliers
de ra, bs, qu’on qualifiera d’“élémentaires”.
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Définition 5.2. On dira qu’un ensemble E Ď ra, bs est un ensemble élémentaire
si E est une réunion finie d’intervalles.

Remarque 1. Si E est un ensemble élémentaire, alors E est réunion finie d’intervalles
deux à deux disjoints.

Démonstration. C’est un bon exo de rédaction. �

Remarque 2. Un ensemble E Ď ra, bs est élémentaire si et seulement si sa fonction
indicatrice 1E est en escalier sur ra, bs.

Fait 1. La famille des ensembles élémentaires possède les propriétés de “stabilité”
suivantes.

(1) Si E est un ensemble élémentaire, alors Ec “ ra, bszE aussi.

(2) Si E1, . . . , EN sont des ensembles élémentaires, alors E1 Y ¨ ¨ ¨ Y EN et E1 X

¨ ¨ ¨ X EN aussi.

Démonstration. On la laisse à nouveau en exo. �

Notation. Si E est un ensemble élémentaire, E “ E “ I1 Y ¨ ¨ ¨ Y In où les
intervalles Ik sont deux à deux disjoints, on pose

|E| “ |I1| ` ¨ ¨ ¨ ` |In|.

Ceci ne dépend pas de la façon d’écrire E sous la forme I1 Y ¨ ¨ ¨ Y In avec des Ik
disjoints : on a en fait

|E| “

ż b

a
1E .

On dit que |E| est la longueur de l’ensemble élémentaire E.

Remarque. On a |E| ď b´ a pour tout ensemble élémentaire E Ď ra, bs.

Fait 2. Si E et F sont des ensembles élémentaires tels que E X F “ H, alors
|E Y F | “ |E| ` |F |. Plus généralement, si E et F sont des ensembles élémentaires
quelconques, alors

|E Y F | “ |E| ` |F | ´ |E X F |.

En particulier :

|E Y Fs| ď |E| ` |F |.

Démonstration. On a 1EYF “ 1E `1F ´1EXF (exo) ; d’où le résultat en intégrant
entre a et b. �

Voici maintenant le lemme crucial.

Lemme 5.3. Soit pEnqnPN une suite d’ensembles élémentaires. Si |En| ne tend pas
vers 0 quand nÑ8, alors il existe un point x P ra, bs qui appartient à une infinité de
En.
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Démonstration. D’abord, on remarque que pour tout ensemble élémentaire E, on

peut trouver un ensemble élémentaire compact rE Ď E tel que | rE| est aussi proche qu’on
veut de |E| (exo). Donc on peut trouver une suite d’ensembles élémentaires compacts
rEn tels que rEn Ď En pour tout n et | rEn| ne tend pas vers 0. Par conséquent : quitte

à remplacer En par rEn, on peut suposer que les En sont compacts.

Il s’agit de montrer qu’il existe une suite strictement croissante d’entiers pmkq telle
que

Ş8
k“0Emk ‰ H.

Fait. Il existe un entier m0 tel que |En X Em0 | ne tend pas vers 0 quand nÑ8.

Preuve du Fait. Comme |En| ne tend pas vers 0 quand nÑ8, on peut supposer,
quitte à extraire une sous-suite, qu’il existe α ą 0 tel que

|En| ě α pour tout n P N.
Supposons que |El X En| tende vers 0 quand nÑ 8, pour tout l P N, et essayons

d’obtenir une contradiction.
Posons l0 “ 0. Par hypothèse, on peut trouver un entier l1 tel que |El0XEl1 | ď α{2 ;

et on a alors
|El0 Y El1 | “ |El0 | ` |El1 | ´ |El0 X El1 | ě 3α{2.

Ensuite, comme |pEl0 Y El1q X En| ď |El0 X En| ` |El1 X En|, notre hypothèse donne
que |pEl0 Y El1q X En| Ñ 0 quand n Ñ 8. Donc on peut trouver un entier l2 tel que
|pEl0 Y El1q X El2 | ď α{2, et on a alors

|El0 Y El1 Y El2 | “ |El0 Y El1 | ` |El2 | ´ |pEl0 Y El1q X El2 | ě 4α{2.

On voit maintenant qu’on peut construire par récurrence une suite d’entiers plkqkě0

telle que
|El0 Y ¨ ¨ ¨ Y Elk | ě pk ` 1qα{2 pour tout k P N.

Alors |El0 Y ¨ ¨ ¨ YElk | Ñ 8, ce qui n’est pas possible car |El0 Y ¨ ¨ ¨ YElk | ď b´ a pour
tout k. �

On a donc démontré le Fait : il existe un entier m0 tel que |EnXEm0 | ne tend pas
vers 0 quand n Ñ 8. Si on réapplique le Fait avec la suite pE1nq :“ pEn X Em0qnąm0 ,
on obtient un entier m1 ą m0 tel que |En X Em1 X Em0 | ne tend pas vers 0 quand
n Ñ 8 ; et ainsi de suite. Ainsi, on obtient une suite strictement croissante d’entiers
pmkq telle que |En X Emk X ¨ ¨ ¨ X Em0 | ne tend pas vers 0 quand n Ñ 8, pour tout
k P N. En particulier, Ck :“ Emk X ¨ ¨ ¨ XEm0 est non vide pour tout k P N. Mais pCkq
est une suite décroissante de compacts car les En sont compacts. Donc

Ş8
k“0Ck ‰ H,

i.e.
Ş8
k“0Emk ‰ H. Si on choisit x P

Ş8
k“0Emk , alors x appartient à une infinité de

En par définition. �

Avant de donner la preuve du Théorème de convergence bornée, introduisons une
autre notation.

Notation. Si E Ď ra, bs est un ensemble élémentaire et si ϕ : ra, bs Ñ R est une
fonction en escalier, on pose

ż

E
ϕ :“

ż b

a
1E ϕ.

Ceci a un sens car la fonction 1E ϕ est en escalier.

Remarque. Pour toute constante c, on a
ş

E c1 “ c |E|.
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Fait 3. Si E,F sont des ensembles élémentaires tels que E X F “ H et et si
ϕ : ra, bs Ñ R est une fonction en escalier, alors

ż

EYF
ϕ “

ż

E
ϕ`

ż

F
ϕ.

Démonstration. C’est clair par linéarité de l’intégrale puisque 1EYF “ 1E`1F . �

On peut maintenant démontrer le Théorème de convergence bornée.

Preuve du Théorème 5.1. Quitte à remplacer fn par |fn ´ f | et M par 2M , on
peut supposer que fn ě 0 et que fn Ñ 0 simplement. Il s’agit alors de montrer que
şb
a fn Ñ 0.

De plus, on peut également supposer que les fn sont des fonctions en escalier . En
effet, pour tout n P N on peut trouver une fonction ϕn en escalier telle que 0 ď ϕn ď fn
et

şb
a ϕn ě

şb
a fn´ 2´n. Alors ϕn Ñ 0 simplement ; et si on sait montrer que

şb
a ϕn Ñ 0,

on saura que
şb
a fn Ñ 0 car

şb
a fn ´

şb
a ϕn Ñ 0.

Pour ε ą 0 et n P N, posons

Eε,n “
 

x P ra, bs; fnpxq ě ε
(

.

Comme les fn sont des fonctions en escalier, on voit facilement que les Eε,n sont des
ensembles élémentaires (exo). De plus, pour tout ε ą 0,

|Eε,n| Ñ 0 quand nÑ8.

En effet, si si |Eε,n| ne tendait pas vers 0, alors, par le Lemme 5.3, on pourrait trouver
un point x P ra, bs appartenant à une infinité de Eε,n, autrement dit tel que fnpxq ě ε
pour une infinité de n ; ce qui n’est pas possible puisque fnpxq Ñ 0.

Il est temps de conclure. Soit ε ą 0. D’après ce qui précède, on peut trouver un
entier N tel que |Eε,n| ď ε pour tout n ě N . Si n ě N , on a alors

ż b

a
fn “

ż

Eε,n

fn `

ż

Ecε,n

fn par le Fait 3

ď

ż

Eε,n

M1`

ż

Ecε,n

ε1 car fn ďM et fn ď ε sur Ecε,n

“M |Eε,n| ` ε |E
c
ε,n|

ďMε` pb´ aqε “ pM ` b´ aqε.

Comme ε ą 0 est arbitraire, on a donc bien montré que
şb
a fn Ñ 0. �

Remarque 5.4. On peut affaiblir légèrement les hypothèses du Théorème de
convergence bornée : au lieu de supposer que pfnq converge simplement sur ra, bs vers
une fonction f intégrable au sens de Riemann sur ra, bs, il suffit de supposer qu’il
existe une fonction f : ra, bs Ñ C intégrable sur ra, bs telle que fnptq Ñ fptq pour
tout t P ra, bszS, où S est un ensemble fini.

Démonstration. Il suffit de redéfinir les fn sur l’ensemble S. De façon précise, on

pose rfnptq :“ fnptq si t P ra, bszS et rfnptq :“ fptq si t P S. Alors chaque rfn est intégrable

avec
şb
a
rfn “

şb
a fn, car rfn ne diffère de fn que sur un nombre fini de points ; la suite p rfnq

converge en tout point vers f ; et la suite p rfnq est toujours uniformément bornée. Si on

applique la Théorème de convergence bornée à p rfnq, on obtient le résultat souhaité. �
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Remarque 5.5. La conclusion du Théorème de convergence bornée peut être ren-

forcée : en appliquant le théorème aux fonctions rfn :“ |fn´ f | (exo : on peut le faire),
on voit qu’en fait

ż b

a
|fnptq ´ fptq| dt

nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Exemple 1. Soit ϕ : ra, bs Ñ C une fonction intégrable au sens de Riemann. On
supose qu’on a |ϕptq| ď 1 pour tout t P ra, bs, et que |ϕptq| ă 1 pour tout t P ra, bszS,

où S est un ensemble fini. Alors
şb
a ϕptq

ndtÑ 0 quand nÑ8.

Démonstration. Si on pose fnptq :“ ϕptqn, alors fnptq Ñ 0 pour tout t P ra, bszS,
et |fnptq| ď 1 pour tout n et pour tout t P ra, bs. Donc le Théorème de convergence
bornée “amélioré” s’applique (Remarque 5.4). �

Exemple 2. Montrons que pour tout θ P Rz2πZ, on a

(5.1)
8
ÿ

k“1

cospkθq

k
“ ´ log |2 sinpθ{2q|.

Le fait que la série
ř8
k“1

cospkθq
k converge pour tout θ P Rz2πZ découle par exemple

du critère d’Abel pour les séries (exo).

Le point de départ est d’écrire que

8
ÿ

k“1

cospkθq

k
“ Re

˜

8
ÿ

k“1

eikθ

k

¸

,

et que

8
ÿ

k“1

eikθ

k
“

8
ÿ

k“0

eipk`1qθ

k ` 1
“

8
ÿ

k“0

eipk`1qθ

ż 1

0
xkdx “ eiθ

8
ÿ

k“0

ż 1

0
eikθxkdx.

En intervertissant formellement la somme et l’intégrale et en se souvenant que

@x P r0, 1r :
8
ÿ

k“0

eikθxk “
1

1´ eiθx
,

on obtient

(5.2)
8
ÿ

k“0

ż 1

0
eikθxkdx “

ż 1

0

˜

8
ÿ

k“0

eikθxk

¸

dx “

ż 1

0

dx

1´ eiθx
¨

Donc
8
ÿ

k“1

eikθ

k
“ eiθ

ż 1

0

dx

1´ eiθx
“

ż 1

0

dx

e´iθ ´ x
¨
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On en déduit

8
ÿ

k“1

cospkθq

k
“

ż 1

0
Re

ˆ

1

e´iθ ´ x

˙

dx

“

ż 1

0
Re

ˆ

eiθ ´ x

|e´iθ ´ x|2

˙

dx

“

ż 1

0

cos θ ´ x

1´ 2x cos θ ` x2
dx

“ ´

ż 1

0

x´ cos θ

px´ cos θq2 ` sin2 θ
dx

“ ´
1

2

”

log
`

px´ cos θq2 ` sin2 θ
˘

ı1

0

“ ´
1

2
log

`

2p1´ cos θq
˘

;

ce qui est la formule souhaitée car 2p1´ cos θq “ 4 sin2pθ{2q.

Pour achever la démonstration, il reste donc à justifier proprement (5.2) ; ce qu’on
va faire en utilisant le Théorème de convergence bornée.

Pour n P N, notons fn : r0, 1s Ñ C la fonction définie par

fnpxq “
n
ÿ

k“0

eikθxk

Chaque fonction fn est continue, donc intégrable au sens de Riemann sur r0, 1s. De
plus,

fnpxq Ñ fpxq :“
1

1´ eiθx
pour tout x P r0, 1r.

La fonction f est continue sur r0, 1s car θ R 2πZ, et donc intégrable au sens de Riemann

sur r0, 1s. Enfin, comme fnpxq “
1´eipn`1qθxn`1

1´eiθx
, on a

|fnpxq| ď
2

|1´ eiθx|
pour tout n et pour tout x P r0, 1s.

Le 2ème membre de l’inégalité est une fonction continue de x P r0, 1s, et peut donc se
majorer par une constante M indépendante de x puisque r0, 1s est compact. On a ainsi

@n @x P r0, 1s : |fnpxq| ďM.

Donc le Théorème de convergence bornée “amélioré” s’applique (Remarque 5.4 avec
S “ t1u) : on peut affirmer que

ż 1

0
fnpxq dx

nÑ8
ÝÝÝÑ

ż 1

0

dx

1´ eiθx
,

autrement dit que
řn
k“0

ş1
0 e

ikθxkdxÑ
ş1
0

dx
1´eiθx

quand nÑ 8 ; ce qui est exactement

le contenu de (5.2).

Exercice. Le but de l’exercice est de donner une preuve de la formule (5.1) qui
n’utilise pas le Théorème de convergence bornée.
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(1) Soit ra, bs Ď R un intervalle compact, et soit pfnq une suite de fonctions
intégrables au sens de Riemann, fn : ra, bs Ñ C. Soit également f : ra, bs Ñ C
une fonction intégrable au sens de Riemann. On suppose que la suite pfnq
converge simplement vers f sur ra, br, et que la convergence est uniforme sur
tout intervalle de la forme ra, βs, β ă b. De plus, on suppose que la suite
pfnq est uniformément bornée sur ra, bs. Montrer (sans utiliser le Théorème
de convergence bornée !) qu’on peut passer à la limite sous l’intégrale, i.e. que
şb
a fnpxq dxÑ

şb
a fpxq dx quand nÑ8.

(2) Démontrer la formule (5.1).

5.2. Convergence dominée. Pour finir ce chapitre, on va aller un cran plus
loin dans la généralisation, en démontrant un théorème d’interversion de limite et
d’intégrale où on intègre sur un intervalle quelconque (pas forcément fermé borné).

On a d’abord besoin d’un peu de notations et de vocabulaire. Dans tout ce qui
suit, I est un intervalle de R, qu’on écrit

I “ pa, bq, où ´8 ď a ă b ď 8.

Le fait qu’on mette des parenthèses signifie qu’on ne précise pas quelle est la nature
de l’intervalle I (ouvert, fermé, semi-ouvert).

‚ On dira qu’une fonction f : I Ñ C est localement intégrable sur I si elle est
intégrable au sens de Riemann sur tout intervalle compact rα, βs Ď I. Par exemple,
toute fonction continue sur I est localement intégrable. Et si I est lui même compact,
I “ ra, bs, alors “localement intégrable sur ra, bs” est synonyme de “intégrable au sens
de Riemann sur ra, bs” (micro-exo).

‚ Si g : I Ñ R est une fonction localement intégrable positive, on pose
ż

I
gptq dt :“ lim

αÑa`

βÑb´

ż β

α
gptq dt.

Cette limite existe toujours dans R` Y t8u car g ě 0 : en effet,
şβ
α gptq dt croit quand

l’intervalle rα, βs Ď sa, br “croit”, i.e. quand α décroit et quand β croit. Avec cette
notation, on voit qu’on a l’équivalence suivante :

ż

I
gptq dt ă 8 ðñ l’intégrale “généralisée”

şb
a gptq dt existe;

et que dans ce cas on a
ş

I gptq dt “
şb
a gptq dt. En conséquence, si l’intégrale généralisée”

şb
a gptq dt n’existe pas on posera

şb
a gptq dt :“ 8. Ainsi, que l’intégrale “généralisée”

şb
a gptq dt existe ou non, on a

ż b

a
gptq dt :“

ż

pa,bq
gptq dt “ lim

αÑa`

βÑb´

ż β

α
gptq dt.

Insistons lourdement : ceci n’a pour le moment de sens que pour une fonction g ě 0.

‚ Une remarque : si I est un intervalle fermé borné, I “ ra, bs et si g : ra, bs Ñ R`
est intégrable au sens de Riemann, alors

ş

ra,bs gptq dt est l’intégrale de g entre a et b au

sens usuel (exo). Il n’y a donc pas de conflit de notation :
şb
a gptq dt a bien le sens qu’on

pense.
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‚ On dira qu’une fonction f : I Ñ C est intégrable sur I si f est localement
intégrable et si on a

ş

I |fptq| dt ă 8 (ce qui a bien un sens car la fonction g :“ |f | est

localement intégrable et ě 0) ; autrement dit, si l’intégrale “généralisée”
şb
a fptq dt est

absolument convergente. Dans ce cas, et dans ce cas seulement, on pose
ż

I
fptq dt :“

ż b

a
fptq dt ““ lim

αÑa`

βÑb´

ż β

α
fptq dt.

‚ Comme plus haut, si I est compact, I “ ra, bs, alors
ş

ra,bs fptq dt est l’intégrale

de f sur ra, bs au sens usuel : l’intégrale n’est pas du tout “généralisée”.

On peut maintenant énoncer le Théorème de convergence dominée.

Théorème 5.6. Soit I un intervalle quelconque de R, et soit pfnqnPN une suite de
fonctions intégrables, fn : I Ñ C. On suppose que la suite pfnq converge simplement
sur I vers une fonction localement intégrable f : I Ñ C. De plus, on suppose que
l’hypothèse de domination suivante est vérifiée : il existe une fonction g : I Ñ R`
intégrable sur I telle que @n @t P I : |fnptq| ď gptq ; autrement dit :

@n @t P I : |fnptq| ď gptq et

ż

I
gptq dt ă 8.

Alors la fonction f “ lim fn est intégrable sur I, et
ş

I fptq dt “ limnÑ8

ş

I fnptq dt.
Ainsi : on a le droit d’écrire

ż

I

´

lim
nÑ8

fnptq
¯

dt “ lim
nÑ8

ż

I
fnptq dt

si on a su montrer que l’hypothèse de domination est satisfaite.

Démonstration. On sait par hypothèse que f est localement intégrable sur I. De
plus, en faisant nÑ 8 dans l’hypothèse de domination, on obtient |fptq| ď gptq pour
tout t P I. Donc

ş

I |fptq| dt ď
ş

I gptq dt ă 8, et donc f est intégrable sur I.

Dans la suite, on écrit I “ pa, bq. Il reste donc à montrer que
şb
a fnptq dtÑ

şb
a fptq dt

quand nÑ8.

Comme la fonction g est intégrable sur I, elle est en localement intégrable, et
donc bornée sur tout intervalle compact rα, βs Ď I (les fonctions intégrables au sens
de Riemann sont bornées). D’après l’hypothèse de domination, on voit donc que la
suite pfnq est uniformément bornée sur tout intervalle compact rα, βs Ď I. D’après le
Théorème de convergence bornée et la Remarque 5.5, on en déduit que

(5.3)

ż β

α
|fnptq ´ fptq| dt

nÑ8
ÝÝÝÑ 0 pour tous a ă α ă β ă b.

Soit maintenant ε ą 0. Comme la fonction g est intégrable sur I “ pa, bq, on sait,

par définition de
şb
a gptq dt, qu’on peut trouver α ą a et β ă b tels que

ż α

a
gptq dt ă ε et

ż b

β
gptq dt ă ε.

Comme de plus |fn| ď g et |f | ď g et donc |fn ´ f | ď 2g, on en déduit que pour tout
n P N, on a
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ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
fnptq dt´

ż b

a
fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a
|fnptq ´ fptq| dt

“

ż α

a
`

ż β

α
`

ż b

β

ď

ż α

a
2gptq dt`

ż β

α
|fnptq ´ fptq| dt`

ż b

β
2gptq dt

ď 4ε`

ż β

α
|fnptq ´ fptq| dt.

Comme α et β sont fixés, on peut ensuite, par (5.3), choisir N P N tel que
ż β

α
|fnptq ´ fptq| dt ď ε pour tout n ě N.

On obtient ainsi

@n ě N :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
fnptq dt´

ż b

a
fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 5ε;

ce qui termine la démonstration. �

Remarque 5.7. La conclusion du Théorème de convergence dominée reste valable
si on suppose seulement que fnptq Ñ fptq pour tout t P IzS, où S est un ensemble fini.
De plus, on peut renforcer cette conclusion : on a en fait que

ş

I |fnptq ´ fptq| dt Ñ 0
quand nÑ8.

Démonstration. Exo. �

Exemple. On va (à moitié) établir la célèbre formule suivante :
ż 8

´8

e´
t2

2 dt “
?

2π.

On sait que l’intégrale “généralisée”
ş8

´8
e´t

2{2dt existe (exo : le redémontrer). De

plus, en utilisant la parité de la fonction t ÞÑ e´t
2{2 et le changement de variable

u :“ t{
?

2, on voit (exo) que
ż 8

´8

e´
t2

2 dt “ 2

ż 8

0
e´

t2

2 dt “ 2
?

2

ż 8

0
e´u

2
du.

Il s’agit donc de montrer que
ż 8

0
e´u

2
du “

?
π

2
¨

L’idé de départ est de dire que pour tout x P R, on a

e´x “ lim
nÑ8

´

1´
x

n

¯n
;

ce qui se voit en écrivant p1 ´ x
nq
n “ exp

`

n logp1 ´ x
nq
˘

pour n ą x. Par conséquent,
on a

e´u
2
“ lim

nÑ8

ˆ

1´
u2

n

˙n

pour tout u P r0,8r.



32 2. PROPRIÉTÉS DE LA LIMITE D’UNE SUITE DE FONCTIONS

Cela incite à introduire les fonctions fn : r0,8rÑ R définies par

fnpuq “

# ´

1´ u2

n

¯n
si 0 ď u ă

?
n

0 si u ě
?
n

Les fonctions fn sont intégrables sur r0,8r (exo), et fnpuq Ñ fpuq :“ e´u
2

pour tout
u P I :“ r0,8r. La fonction f est continue, donc localement intégrable (et il même
clair qu’elle est intégrable sur r0,8r). De plus, comme logp1´ tq ď ´t pour tout t ă 1,
et donc p1´ tqn ď e´nt, on voit qu’on a

0 ď fnpuq ď e´u
2

:“ gpuq pour tout n et pour tout u P r0,8r.

La fonction g étant intégrable sur r0,8r (exo déjà fait...), on peut donc appliquer le
Théorème de convergence dominée :

ż 8

0
fpuq du “ lim

nÑ8

ż 8

0
fnpuq du,

autrement dit
ż 8

0
e´u

2
du “ lim

nÑ8

ż n

0

ˆ

1´
u2

n

˙n

du.

Ensuite, le changement de variable x :“ u?
n

donne

ż n

0

ˆ

1´
u2

n

˙n

du “
?
n

ż 1

0
p1´ x2qndx;

et si on pose maintenant x :“ cos t, on obtient
ż n

0

ˆ

1´
u2

n

˙n

du “
?
n

ż π
2

0
psin tq2n`1 dt :“

?
nW2n`1.

Les intégrales Wk :“
ş

π
2
0 psin tq

kdt sont célèbres : on les appelle les intégrales de
Wallis. Ainsi, on a montré que

ż 8

0
e´u

2
du “ lim

nÑ8

?
nW2n`1.

Pour conclure, on utilise le “fait bien connu” suivant (qui est non trivial, mais a
sûrement été démontré en exercice un jour...) :

Wk „

c

π

2k
quand k Ñ8.

Ainsi
?
nW2n`1 „

?
n
b

π
4n`2 “

b

nπ
4n`2 , et on en déduit immédiatement le résultat

souhaité :
ż 8

0
e´u

2
du “

?
π

2
¨



Chapitre 3

Espaces métriques complets

1. “Rappel” : espaces métriques

1.1. Définition et exemples.

Définition 1.1. Soit M un ensemble non vide. Une distance sur M est une
fonction d : M ˆM Ñ R vérifiant les propriétés suivantes :

(o) dpu, vq ě 0 pour tous u, v PM , et dpu, uq “ 0 ;

(i) dpu, vq “ 0 seulement pour u “ v (séparation des points) ;

(ii) dpu, vq “ dpv, uq pour tous u, v PM (symétrie) ;

(iii) dpu,wq ď dpu, vq ` dpv, wq pour tous u, v, w PM (inégalité triangulaire).

Un espace métrique est un ensemble M muni d’une distance d.

Exemple 1.2. Soit E un espace vectoriel normé, et soit M une partie non vide de
E. On définit une distance sur M en posant

dpu, vq :“ }v ´ u} pour u, v PM .

On dit que d est la distance sur M induite par la norme de E. Ainsi, toute partie
d’un evn (et en particulier tout evn) est de manière canonique un espace métrique.

Exemple 1.3. Soit M un ensemble quelconque (non vide). On définit une distance
sur M en posant

dpu, vq :“

"

0 si u “ v
1 si u “ v

On dit que d est la distance discrète sur M .

Remarque. “Par défaut”, toutes les distances s’appellent d, même si on considère
plusieurs espaces métriques à la fois.

1.2. Ce qu’on peut faire avec des espaces métriques. On peut faire avec les
espaces métriques exactement les mêmes choses qu’avec les espaces vectoriels normés :
définir les notions de suites convergentes, d’applications continues, de boules, d’ouverts,
de fermés, la notion d’espace métrique compact, la convergence simple ou uniforme
d’une suite d’applications... Seule différence : au lieu de |v´ u| (pour des nombres) ou
de }v ´ u} (pour des éléments d’un evn général), il faut écrire dpu, vq.

Exemple 1. Soit pM,dq un espace métrique, soit pxnqnPN une suite de points de
M , et soit a PM . Alors “xn Ñ a” s’écrit

@ε ą 0 DN @n ě N : dpxn, xq ď ε.

Exercice. Montrer qu’on a “unicité de la limite” : si xn Ñ a et xn Ñ a1, alors
a “ a1.

33
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Exemple 2. Soit pM,dq un espace métrique, et soit O ĎM . On dit que O est un
ouvert de M si, pour tout a PM , on peut trouver r ą 0 tel que Bpa, rq ĎM .

Exercice. Montrer que toute boule ouverte de M est un ouvert de M .

Exemple 3. Un espace métrique pK, dq est dit compact si toute suite pxnq de
points de K possède une sous-suite qui converge vers un point de K.

Exercice. Montrer que si K est un espace métrique compact et si M est un espace
métrique quelconque, alors toute application continue f : K Ñ M est uniformément
continue.

Exemple 4. Soient M et M 1 deux espaces métriques, et soit pfnqnPN une suite
d’applications de M dans M 1. Soit aussi f : M Ñ M 1. On dit que la suite pfnq
converge uniformément vers f si

@ε ą 0 DN : d
`

fnpxq, fpxq
˘

ď ε pour tout n ě N et pour tout x PM.

Exercice. Si les fn sont continues, fn : M Ñ M 1, et si fn Ñ f uniformément sur
M , alors f est continue.

1.3. Sous-espaces.

Fait évident. Soit pE, dq un espace métrique et soit M une partie de E. Alors M
est lui même de façon canonique un espace métrique quand on le munit de la restriction
de d à M ˆM (qu’on appelle la distance induite par d sur M).

Conséquence. Si E est un espace métrique et si M Ď E, il y a des ouverts de E,
et aussi des ouverts de M .

Proposition 1.4. Soit pE, dq un espace métrique, et soit M une partie de E. Soit
également O ĎM . Les propriétés suivantes ont équivalentes :

(1) O est un ouvert de M ;

(2) il existe un ouvert rO de E tel que O “ rO XM .

Démonstration. On doit utiliser des notations différentes pour distinguer les boules
de E et les boules de M . Si a P E et r ą 0, on notera Bpa, rq la boule ouvert de centre
a et de rayon r dans E, autrement dit

Bpa, rq “ tx P E; dpx, aq ă ru;

et si a PM , on note BM pa, rq la boule ouverte de centre a et de rayon r dans M :

BM pa, rq “ tx PM ; dpx, aq ă ru.

Par définition, on a donc pour tout a PM :

BM pa, rq “ Bpa, rq XM.

Supposons que O soit un ouvert de M . Pour tout point a P O, on peut donc trouver
ra ą 0 tel que BM pa, raq Ď O. Alors

O “
ď

aPO

BM pa, raq;

autrement dit

O “
ď

aPO

`

Bpa, rq XM
˘

“

´

ď

aPO

Bpa, rq
¯

XM.
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Comme l’ensemble rO :“
Ť

aPO Bpa, rq est un ouvert de E (car les boules ouvertes
Bpa, raq sont des ouverts), on a donc montré que (1) entraine (2).

Inversement, supposons que O “ rOXM où rO est un ouvert de E. Alors tout point

a P O appartient à rO, donc on peut trouver ra ą 0 tel que Bpa, raq Ď rO ; et on a ainsi

BM pa, raq “ Bpa, raqXM Ď rOXM “ O. Ceci étant vrai pour tout a P O, on en déduit
que O est un ouvert de M . �

Exemple. On prend E “ R et M “ r0, 1s. Alors O “ r0, 1r est un ouvert de r0, 1s

car r0, 1r“s ´ 8, 1 rXr0, 1s et rO :“s ´ 8, 1r est un ouvert de R ; mais r0, 1r n’est pas
un ouvert de R.

Corollaire 1.5. Si O est un ouvert de E tel que O Ď M , alors O est un ouvert
de M .

Démonstration. C’est évident par la proposition : comme O ĎM , on a O “ OXM ;

donc rO :“ O témoigne que O est un ouvert de M . �

Corollaire 1.6. Si Ω est un ouvert de E, alors tout ouvert de Ω est aussi un
ouvert de E.

Démonstration. C’est à nouveau évident : si O “ rO X Ω où rO est ouvert dans E,
alors O est un ouvert de E car l’intersection de deux ouverts est un ouvert. �

Corollaire 1.7. Un ensemble F ĎM est un fermé de M si et seulement si il est

de la forme F “ rF XM , où rF est un fermé de E.

Démonstration. Exo. (Utiliser le fait qu’un ensemble est fermé si et seulement si
son complémentaire est ouvert.) �

Corollaire 1.8. Tout fermé de E contenu dans M est fermé dans M . Inverse-
ment, si M est fermé dans E, alors tout fermé de M est aussi un fermé de E.

1.4. Produits.

Définition 1.9. Soient pM1, dq, . . . , pMN , dq des espaces métriques, et soit M “

M1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆMN . On écrit un élément x de M sous la forme x “
`

xp1q, . . . , xpNq
˘

,
où xpiq P Mi pour i “ 1, . . . , N . La distance produit sur M , notée d8, est définie
comme suit : si u, v PM , alors

d8pu, vq :“ max
`

dpup1q, vp1qq, . . . , dpupNq, vpNqq
˘

.

Exercice. Montrer que d8 est bien une distance sur M1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆMN .

Lemme 1.10. Une suite pxnq de points de M “M1ˆ¨ ¨ ¨ˆMN converge vers x PM
pour la distance produit si et seulement si elle converge “coordonnée par coordonnée”,
i.e. xnpiq Ñ xpiq pour tout i P J1, NK.

Démonstration. Si xn Ñ x pour d8, alors xnpiq Ñ xpiq pour tout i P J1, NK
car dpxnpiq, xpiqq ď d8pxn, xq. Inversement, si xnpiq Ñ xpiq pour tout i P J1, NK, alors

xn Ñ x pour d8 car d8pxn, xq ď
řN
i“1 dpxnpiq, xpiqq, qui tend vers 0 quand nÑ8. �

Exercice. Montrer que si O1, . . . , ON sont des ouverts de M1, . . . ,MN respective-
ment, alors O1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆON est un ouvert de M1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆMN .
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2. Suites de Cauchy, espaces métriques complets

Définition 2.1. Soit pM,dq un espace métrique, et soit pxnq une suite de points
de M . On dit que pxnq est une suite de Cauchy si dpxp, xqq tend vers 0 quand p et
q tendent vers l’infini ; autrement dit, si

@ε ą 0 DN @p, q ě N : dpxp, xqq ď ε.

Lorsque M est une partie d’un evn, cela s’écrit donc

@ε ą 0 DN @p, q ě N : }xq ´ xp} ď ε.

Remarque 2.2. Toute suite convergente est de Cauchy

Démonstration. Si xn Ñ a alors, comme dpxp, xqq ď dpxp, aq ` dpa, xqq pour tous
q P N, on voit que dpxp, xqq Ñ 0 quand p, q Ñ8. �

Remarque 2.3. La réciproque est fausse en général.

Démonstration. Prenons par exemple M :“ s0,8r, muni de la distance usuelle
induite par la valeur absolue de R. Si on pose xn :“ 1

n pour tout n P N˚, alors la suite

pxnq et de Cauchy dans M car dpxp, xqq ď
1
p `

1
q Ñ 0 quand p, q Ñ 8, mais elle ne

converge pas dans M car elle tend vers 0 et 0 RM . �

Remarque 2.4. Dans un evn, toute suite de Cauchy pxnq est bornée, i. e. il existe
une constante C telle que @n P N : }xn} ď C.

Démonstration. Par définition d’une suite de Cauchy, on peut trouver un entier N
tel que }xq ´ xp} ď 6 pour tous p, q ě N . On a ainsi

}xn} ď }xn ´ xN} ` }xN} ď 6` }xN} pour n ě N.

Donc, si on pose C :“ max
`

}x0}, . . . , }xN´1}, 6 ` }xN}
˘

, alors }xn} ď C pour tout
n P N. �

Exercice. Montrer que dans tout evn E ‰ t0u, il existe des suites bornées qui ne
sont pas de Cauchy.

Définition 2.5. On dit qu’un espace métrique pM,dq est complet si toute suite
de Cauchy d’éléments de M est en fait convergente dans M .

Remarque. Un espace vectoriel normé complet s’appelle un espace de Banach.

Exercice. Soit E un espace vectoriel. Montrer que si } ¨ } et } ¨ }1 sont deux normes
équivalentes sur E, alors E est complet pour } ¨ } si et seulement si il est complet pour
} ¨ }1.

Exemple 2.6. R et C sont complets pour leurs distances usuelles.

Démonstration. C’est exactement ce que dit le critère de Cauchy pour les suites
numériques. �

Exemple 2.7. s0,8r n’est pas complet pour la distance usuelle.

Démonstration. On l’a faite plus haut. �

Exemple 2.8. Tout evn E de dimensions finie est complet.
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Démonstration. Par équivalence des normes en dimension finie, on peut supposer
que E “ pKd, } ¨ }8q, où K “ R ou C et d ě 1 (cf l’exo donné plus haut). On écrit un
élément x de E sous la forme x “

`

xp1q, . . . , xpdq
˘

avec xpiq P K pour i “ 1, . . . , d.

Soit pxnq une suite de Cauchy dans E “ pKd, } ¨ }8q. Comme |xqpiq ´ xppiq| ď
}xq´xp}8 pour tous p, q P N, on voit que pour chaque i P J1, dK, la suite pxnpiqqnPN est
de Cauchy dans K. Comme K est complet, on en déduit que xnpiq admet une limite
xpiq P K quand n Ñ 8, pour tout i P J1, dK. Si on pose x “

`

xp1q, . . . , xpdq
˘

P Kd,
alors xn Ñ x “coordonnée par coordonnée”, et donc pour la norme } ¨ }8 (exo). Ainsi,
toute suite de Cauchy pxnq Ď E est convergente. �

Exemple 2.9. Pour tout ensemble I ‰ H, l’espace
`

`8pIq, } ¨ }8
˘

est complet.

Démonstration. Soit pfnq une suite de Cauchy dans `8pIq. Pour montrer que pfnq
converge dans `8pIq, on procède en 3 étapes.

Étape 1. Identification d’un “candidat limite” f .

Pour tous p, q P N et pour tout t P I, on a |fqptq´ fpptq| ď }fq ´ fp|8 par définition de
la norme } ¨ }8. Donc, comme pfnq est de Cauchy pour } ¨ }8, on voit que pour tout
t P I, la suite pfnptqq est de Cauchy dans C, et donc admet une limite fptq P C. Ainsi,
on voit apparaitre une fonction f : I Ñ C telle que fnptq Ñ fptq pour tout t P I.

Étape 2. Le “candidat limite” est dans le bon espace, i.e. f P `8pIq.

Comme pfnq est de Cauchy, elle est bornée dans `8pIq : on a une constante C telle que
}fn}8 ď C pour tout n P N, autrement dit

@n P N @t P I : |fnptq| ď C.

Comme fnptq Ñ fptq pour tout t P I, on en déduit

@t P I : |fptq| ď C;

autrement dit f P `8pIq et }f}8 ď C.

Étape 3. La suite pfnq tend vers f pour la distance de `8pIq, i.e. }fn ´ f}8 Ñ 0.

Soit ε ą 0 quelconque. Comme pfnq est de Cauchy dans `8pIq, on peut trouver un
entier N tel que }fn ´ fm}8 ď ε pour tous m,n ě N ; autrement dit

@m,n ě N @t P I : |fnptq ´ fmptq| ď ε.

Comme fmptq Ñ 8 pour tout t P I quand mÑ8, on en déduit

@n ě N @t P I : |fnptq ´ fptq| ď ε;

autrement dit }fn´f}8 ď ε pour tout n ě N . On a donc bien montré que }fn´f}8 Ñ 0
quand nÑ8. �

Remarque. Pour cet exemple, on aurait pu aller plus vite en invoquant le critère
de Cauchy uniforme (exo : écrire les détails). Mais il est important d’avoir bien retenu
le principe de la “preuve en 3 étapes”.

Exercice. Soit `1pNq l’ensemble de toutes les suites de nombres complexes x “
pxpiqqiě0 telles que la série

ř

xpiq est absolument convergente. Pour x P `1pNq, on pose

}x}1 “
8
ÿ

i“0

|xpiq|.
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Montrer que
`

`1pNq, } ¨ }1
˘

est complet. (Suivre le même plan que pour `8pIq. Il sera utile

de remarquer que pour x “ pxpiqqiě0 P CN et c P R`, on a l’équivalence suivante : x P `1pNq
avec }x}1 ď c si et seulement si @K ě 0 :

řK
i“0 |xpiq| ď c).

Exemple 2.10. Si ra, bs est un intervalle compact de R, l’espace Cpra, bsq est com-
plet pour la norme } ¨ }8.

Démonstration. Soit pfnq une suite de Cauchy dans
`

Cpra, bsq, } ¨ }8
˘

. Alors pfnq
est de Cauchy dans `8pra, bsq, donc elle converge dans `8pra, bsq vers une fonction
f : ra, bs Ñ R puisque `8pra, bsq est complet ; autrement dit fn Ñ f uniformément.
Mais les fn sont continues, donc f est continue, i.e. f P Cpra, bsq. Et }fn ´ f}8 Ñ 0,
donc fn Ñ f au sens de la convergence dans Cpra, bsq. �

Exemple 2.11. Soit ra, bs un intervalle compact de R, et soit C1pra, bsq l’espace
vectoriel constitué par toutes les fonctions f : ra, bs Ñ C de classe C1. Pour f P
C1pra, bsq, on pose }f}C1 :“ }f}8 ` }f

1}8. Alors C1pra, bsq est complet pour la norme
} ¨ }C1 .

Démonstration. Soit pfnq une suite de Cauchy dans
`

C1pra, bsq, } ¨ }C1

˘

. Comme
}fq ´ fp}8 ď }fq ´ fp}C1 et }f 1q ´ f 1p}8 ď }fq ´ fp}C1 pour tous p, q P N, et comme

les fn et les f 1n sont continues, on voit que les suites pfnq et pf 1nq sont de Cauchy
dans

`

Cpra, bsq, } ¨ }8
˘

, qui est complet. Donc pfnq et pf 1nq convergent dans Cpra, bsq ;
autrement dit, on a deux fonctions continues f et g telles que fn Ñ f uniformément
et f 1n Ñ g uniformément. Alors, par le théorème sur les suite de fonctions C1, on peut
affirmer que f est C1 et f 1 “ g. Ainsi, f P C1pra, bsq et }fn ´ f}C1 “ }fn ´ f}8 ` }f

1
n ´

g}8 Ñ 0 ; donc fn Ñ f au sens de la convergence dans C1pra, bsq. �

Exemple 2.12. Tout espace métrique compact est complet.

Démonstration. Soit pK, dq un espace métrique compact, et soit pxnq une suite de
Cauchy dans K. Comme K est compact, la suite pxnq possède une sous-suite pxnkq qui
converge vers un point x P K. On va montrer que la suite pxnq “tout entière” converge
vers x.

Soit ε ą 0 quleconque. Comme pxnq est de Cauchy, on peut trouver un entier N
tel que dpxp, xqq ď ε pour tous p, q ě N , puis un entier k0 tel que nk ě N pour tout
k ě k0. On a alors dpxn, xnkq ď ε pour tout n ě N et pour tout k ě k0 ; et comme
xnk Ñ x, on en déduit (en faisant k Ñ 8) que dpxn, xq ď ε pour tout n ě N . Donc
xn Ñ x. �

Remarque. On a en fait démontré le résultat suivant : dans un espace métrique
pM,dq quelconque, si une suite de Cauchy pxnq possède une sous-suite convergente,
alors la suite pxnq “tout-entière” converge.

Exemple 2.13. Soit M un ensemble quelconque, et soit d la distance discrète sur
M . Alors pM,dq est complet.

Démonstration. Exo. �

3. Sous-espaces et produits

3.1. Parties complètes d’un espace métrique.

Proposition 3.1. Soit pE, dq un espace métrique, et soit M Ď E. Si M est complet
pour la distance induite (autrement dit : si l’espace métrique pM,dq est complet), alors
M est fermé dans E.
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Démonstration. Soit pxnq une suite de points de M telle que xn Ñ x P E. Il s’agit
de montrer que x PM . Comme pxnq converge dans E, elle est de Cauchy dans E, donc
de Cauchy dans M ; et comme M est supposé complet, la suite pxnq converge dans M ,
autrement dit xn Ñ x1 PM . Par unicité de la limite, on a x1 “ x ; et donc x PM ! �

Corollaire 3.2. Si E est un evn quelconque, alors tout sous ev de dimension
finie M Ď E est fermé dans E.

Démonstration. On a vu que tout evn de dimension finie est complet. �

Exemple 1. Q, RzQ et s0,8r ne sont pas complets pour la distance usuelle.

Démonstration. Ils ne sont pas fermés dans R. �

Exemple 2. C1pra, bsq n’est pas complet pour la norme } ¨ }8 (si a ă b).

Démonstration. Il suffit de montrer que C1pra, bsq n’est pas fermé dans l’espace
`

Cpra, bsq, } ¨ }8
˘

.
Cela peut se voir par exemple à l’aide du théorème de Weierstrass : l’ensemble

des fonctions polynomiales est dense dans Cpra, bsq, donc a fortiori C1pra, bsq est dense
dans Cpra, bsq ; donc si C1pra, bsq était fermé dans Cpra, bsq, on devrait avoir C1pra, bsq “
Cpra, bsq, ce qui n’est visiblement pas le cas (exo).

On peut aussi donner une preuve “élémentaire”. Soit m “ a`b
2 le milieu de ra, bs, et

pour n P N˚, soit fn : ra, bs Ñ R la fonction définie par fnptq :“
b

pt´mq2 ` 1
n . Les fn

sont de classe C1 (exo), et convergent uniformément vers fptq “
a

pt´mq2 “ |t´m|
(autre exo). Comme f n’est pas de classe C1, cela montre que C1pra, bsq n’est pas fermé
dans Cpra, bsq. �

Proposition 3.3. Soit pE, dq un espace métrique complet, et soit M Ď E. Si M
est fermé dans E, alors M est complet pour la distance induite, i.e. l’espace métrique
pM,dq est complet.

Démonstration. Supposons M fermé dans E. Soit pxnq une suite de Cauchy dans
M . Alors pxnq est de Cauchy dans E qui est complet, donc pxnq converge dans E vers
un certain x P E. Comme M est supposé fermé dans E et comme tous les xn sont dans
M , on a x PM ; donc pxnq converge dans M . �

Exemple 1. r0,8r est complet pour la distance usuelle, car il est fermé dans R.

Exemple 2. On a vu que si ra, bs est un intervalle compact de R, alors Cpra, bsq
est fermé dans `8pra, bsq (c’est la traduction du théorème sur la limite d’une suite de
fonctions continues). Comme `8pra, bsq est complet pour la norme } ¨ }8, cela entraine
que Cpra, bsq est également complet (ce qu’on a déjà démontré, avec en fait exactement
la même preuve).

3.2. Produits d’espaces complets.

Proposition 3.4. Si M1, . . . ,MN sont des espaces métriques complets, alors l’es-
pace produit M “M1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆMN est complet pour la distance produit.

Démonstration. Aux notations près, la preuve est identique à celle de la complétude
de pKd, } ¨ }8q. Exo : écrire les détails. �
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4. Séries dans un evn

Définition 4.1. Soit E un evn, et soit pukq une suite de points de E. On dit que
la série

ř

uk converge dans E si la suite des sommes partielles Sn :“
řn
k“0 uk

admet une limite dans E.

Exemple 1. Si on prend E :“ R ou C, alors une série
ř

uk converge dans E si et
seulement si elle converge au sens usuel.

Exemple 2. Si on prend E :“ p`8pIq, } ¨ }8q, alors une série
ř

uk converge dans E
si et seulement si la série de fonctions

ř

ukptq converge uniformément sur I.

Théorème 4.2. Soit E une espace de Banach. Si pukq est une suite d’éléments
de E telle que la série à termes positifs

ř

}uk} est convergente, alors la série
ř

uk
converge dans E.

Démonstration. Comme E est supposé complet, il suffit de montrer que les sommes
partielles Sn “

řn
k“0 uk forment une suite de Cauchy. Mais ceci est “évident” : si p ă q,

alors

}Sq ´ Sp} “
›

›

›

q
ÿ

k“p`1

uk

›

›

›
ď

q
ÿ

k“p`1

}uk}
p,qÑ8
ÝÝÝÝÑ 0,

puisque la série
ř

}uk} est convergente. �

Remarque 1. Si on prend E :“ R ou C, on retrouve le théorème disant que toute
série absolument convergente est convergente ; et si on prend E :“ `8pIq, on retrouve
le théorème disant que pour une série de fonctions, la convergence normale entraine la
convergence uniforme. La preuve dans le cas d’un espace de Banach général est en fait
exactement la même que dans ces deux cas particuliers.

Remarque 2. Le théorème peut s’énoncer comme suit : dans un evn complet, toute
série “normalement convergente” est convergente.

Il se trouve que le théorème 4.2 est en fait une caractérisation de la complétude :

Proposition 4.3. Soit E un evn. Si on sait que toute série “normalement conver-
gente” à termes dans E est convergente dans E, alors on peut conclure que E est
complet.

Démonstration. Soit pxnq une suite de Cauchy d’éléments de E. Si on applique la
définition d’une suite de Cauchy avec ε “ 2´k, on voit que pour tout k P N, on peut
trouver un entier nk tel que

@p, q ě nk : }xq ´ xp} ď 2´k.

De plus, on peut supposer que la suite pnkq est strictement croissante (micro-exo).
Comme nk`1 ě nk, on a alors en particulier

}xnk`1
´ xnk} ď 2´k pour tout k P N.

Donc, si on pose uk :“ xnk`1
´ xnk , on voit que la série

ř

}uk} est convergente. Par
hypothèse sur E, on en déduit que la série

ř

uk converge dans E. Mais pour tout
k ě 1, on a

k´1
ÿ

i“0

ui “
k´1
ÿ

i“1

`

xni`1 ´ xni
˘

“ xnk ´ xn0 ;

et par conséquent, la suite pxnkq est convergente.
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Ainsi, la suite pxnq possède une sous-suite convergente pxnkq. Comme pxnq est de
Cauchy, on en déduit (cf la preuve du fait que tout espace métrique compact est
complet) que la suite pxnq “tout entière” est convergente. Donc E est complet. �

5. Points fixes pour les applications contractantes

Définition 5.1. Soient pM,dq et pM 1, dq deux espaces métriques, et soit f : M Ñ

M 1.

(1) Étant donné k P R`, on dit que f est k-lipschitzienne si

@u, v PM : dpfpuq, fpvqq ď k dpu, vq.

(2) On que f est lipchitzienne si elle est k-lipschitzienne pour une certaine
constante k P R`.

(3) On dit que f est contractante si elle est k-lipschitzienne pour une certaine
constante k ă 1.

Exemple 1. Soit I un intervalle de R, et soit f : I Ñ R une fonction dérivable. Si
f 1 est bornée sur I, alors f est lipschitzienne. Plus précisément, f est k-lipschitzienne
avec k :“ }f 1}8.

Démonstration. Exo (utiliser l’inégalité des accroissements finis). �

Exercice. Montrer que la réciproque est vraie : si f : I Ñ R est dérivable et
lipschitzienne, alors la fonction f 1 est bornée sur I.

Exemple 2. Soit ra, bs un intervalle compact de R, et soit f : ra, bs Ñ R de classe
C1. Si on a |f 1ptq| ă 1 pour tout t P ra, bs, alors f est contractante.

Démonstration. Par hypothèse f 1 est bornée ; donc, d’après l’Exemple 1, f est k-
lipschitzienne avec k “ }f 1}8 ď 1. De plus, comme la fonction |f 1| est continue sur
le compact ra, bs, elle atteint sa borne supérieure. Donc k “ |f 1pt0q| pour un certain
t0 P ra, bs, et donc k ă 1. Par conséquent f est contractante. �

Théorème 5.2. (Théorème du point fixe)

Soit pE, dq un espace métrique complet, et soit M Ď E une partie fermée de E. Soit
également f : M Ñ E. On suppose que

‚ le fermé M est stable par f , i.e. fpMq ĎM ;

‚ l’application f est contractante.

Alors f possède un et un seul point fixe dans M , autrement dit, il existe un unique
point a PM tel que fpaq “ a.

De plus, si on part d’un point quelconque x0 P M , alors la suite pxnqnPN définie
par la récurrence xn`1 “ fpxnq converge vers a, et la convergence a lieu “à vitesse
géométrique” : il existe une constante k ă 1 telle que dpxn, aq “ Opknq quand nÑ8.

Démonstration. Par hypothèse, f est k-lipschitzienne pour une certaine constante
k ă 1.

(i) Si a et b sont deux points fixes de f , alors 0 ď dpa, bq “ dpfpaq, fpbqq ď k dpa, bq.
Comme k ă 1, ceci n’est possible que si dpa, bq “ 0, i.e. a “ b. Ainsi, f possède au plus
1 point point fixe.
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(ii) Montrons maintenant l’exsitence d’un point fixe, et la partie “de plus”. Soit
x0 P M . Comme M est stable par f , la suite pxnq est bien définie. Si n ě 1, alors
dpxn, xn`1q “ dpfpxn´1q, fpxnqq ď k dpxn´1, xnq. Par récurrence, on en déduit qu’on a

dpxn, xn`1q ď kndpx0, x1q pour tout n P N.

Par conséquent, si p ă q, alors

dpxp, xqq ď dpxp, xp`1q ` dpxp`1, xp`2q ` ¨ ¨ ¨ ` dpxq´1, xqq

ď dpx0, x1q ˆ

q´1
ÿ

i“p

ki.

Comme la série
ř

ki est convergente (puisque k ă 1), on en déduit que dpxp, xqq Ñ 0
quand p, q Ñ 8. Ainsi, la suite pxnq est de Cauchy, donc elle converge vers un point
a P E car E est complet ; et on a a P M car les xn sont dans M et M est fermé
dans E. Comme a “ limxn et comme f est continue (car lipschitzienne), on a fpaq “
lim fpxnq “ limxn`1 “ a. Ainsi, a est un point fixe de f . Enfin, pour la vitesse de
convergence, on revient à l’inégalité

dpxn, xqq ď dpx0, x1q ˆ

q´1
ÿ

i“n

ki,

valable dès que n ă q. En faisant tendre q vers l’infini, on en déduit

dpxn, aq ď dpx0, x1q ˆ

8
ÿ

i“n

ki “
dpx0, x1q

1´ k
ˆ kn pour tout n P N;

et donc dpxn, aq “ Opknq. �

Illustration. Soit E un espace de Banach. Si h : E Ñ E est une application
contractante, alors Φ “ idE ` h est une bijection de E sur E.

Démonstration. On veut montrer que pour tout y P E, il existe un unique x P E
tel que Φpxq “ y. Autrement dit, on veut montrer que l’équation x`hpxq “ y possède
une unique solution x P E. Cette équation est équivalente à

x “ fypxq , où fypxq :“ y ´ hpxq.

Ainsi, on veut montrer que l’application fy : E Ñ E possède un unique point fixe ; et
comme E est un evn complet, il suffit pour cela de montrer que fy est contractante.
Mais ceci est évident car h est contractante et

}fypvq ´ fypuq} “ }
`

y ´ hpvq
˘

´
`

y ´ hpuq
˘

} “ }hpuq ´ hpvq} pour tous u, v P E.

�

6. Fermés emboités

“Rappel” : Théorème des compacts emboités. Soit M un espace métrique. Si
pKnqnPN est une suite décroissante de compacts non vides de M , alors

Ş

nPNKn ‰ H.

Démonstration. Pour n P N, on choisit un point xn P Kn. Comme la suite pKnq

est décroissante, tous les xn sont dans K0, qui est compact ; donc pxnq possède une
sous-suite pxnkq qui converge vers un point x8 P K0. Si n P N est fixé, on a nk ě n
pour k assez grand, et donc xnk P Kn car Knk Ď Kn. Donc x8 “ limxnk P Kn car Kn
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est fermé dans M . Ceci étant vrai pour tout n P N, on a ainsi x8 P
Ş

nPNKn, et donc
cette intersection est bien non vide. �

Remarque. Le résultat est faux si les Kn sont seulement supposés fermés dans
M : considérer par exemple M :“ R et Kn :“ rn,8r pour tout n P N.

Définition 6.1. Soit pM,dq un espace métrique, et soit A Ď M avec A ‰ H. Le
diamètre de A est le “nombre” diampAq P r0,8s défini par

diampAq “ sup tdpu, vq; u, v P F u.

.

Exercice 1. Si M “ R, alors diampAq “ suppAq ´ infpAq.

Exercice 2. On suppose que M est un evn. Alors diampAq ă 8 si et seulement si
A est borné, i.e. il existe une constante C telle que @x P A : }x} ď C.

Exercice 3. Si B Ď M est une boule de rayon r ą 0 (ouverte ou fermée), alors
diampBq ď 2r.

Proposition 6.2. (Théorème des fermés emboités)

Soit pM,dq un espace métrique complet, et soit pFnq une suite de fermés non vides de
M . On suppose que la suite pFnq est décroissante, et que diampFnq Ñ 0 quand nÑ8.
Alors

Ş

nPN Fn est non vide, et réduite à un point.

Démonstration. (i) Pour n P N, on choisit un point xn P Fn. Si p, q P N, alors
xp et xp sont dans Fminpp,qq car la suite pFnq est décroissante ; donc dpxp, xqq ď

diam
`

Fminpp,qq

˘

, et donc dpxp, xqq Ñ 0 quand p, q Ñ 8 car diampFnq Ñ 0. Donc
la suite pxnq est de Cauchy. Comme M est supposé complet, on en déduit que pxnq
converge vers un point x8 P M . Si n P N est fixé, on a xk P Fn pour tout k ě n car
xk P Fk et Fk Ď Fn, et donc x8 “ limxk P Fn car Fn est fermé dans M . Ainsi x8 P Fn
pour tout n P N, et donc

Ş

nPN Fn ‰ H.

(ii) Si a, b P
Ş

nPN Fn, alors 0 ď dpa, bq ď diampFnq pour tout n P N ; donc dpa, bq “
0 car diampFnq Ñ 0, et donc a “ b. Ainsi,

Ş

nPN Fn est réduite à un point. �

Illustration. Soit pM,dq un espace métrique complet. On suppose que toute
boule ouverte non vide deM contient au moins deux points. AlorsM est nécessairement
non dénombrable.

Démonstration. Supposons que M soit dénombrable, autrement dit qu’on puisse
écrire M “ tan; n P Nu.

Par hypothèse, M n’est pas réduit à 1 point ; donc on peut choisir un point b0 ‰ a0

dans M . Soit ε0 tel que 0 ă ε0 ă 2´0 et dpb0, a0q ą ε0, et soit F0 :“ Bpb0, ε0q. Alors
a0 R F0.

Ensuite, la boule ouvert Bpb0, ε0q n’est pas réduite à 1 point ; donc on peut choisir
un point b1 ‰ a1 dans Bpb0, ε0q, puis ε1 tel que 0 ă ε1 ă 2´1 et dpb1, a1q ą ε1, avec
de plus Bpb1, ε1q Ď Bpb0, ε0q. Alors F1 :“ Bpb1, ε1q est contenu dans F0 “ Bpb0, ε0q, et
a1 R F1.

Par récurrence, on voit maintenant qu’on peut construire une suite décroissante de
boules fermées Fn “ Bpbn, εnq, avec 0 ă εn ă 2´n, telle que an R Fn pour tout n P N.
Alors diampFnq Ñ 0 car diampFnq ď 2εn ; donc, par le Théorème des fermés emboités,
Ş

nPN Fn est non vide, et réduite à un point a. Comme an R Fn, on a a ‰ an pour tout
n P N, ce qui contredit le fait que M “ tan; n P Nu. �
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Exercice 1. En utilisant le résultat précédent, montrer que Q n’est complet pour
aucune distance d telle que la convergence dans pQ, dq soit équivalente à la convergence
dans pQ, | ¨ |q.

Exercice 2. Pour x, y P s0,8r, on pose dpx, yq :“ |y ´ x| `
ˇ

ˇ

1
y ´

1
x

ˇ

ˇ. Montrer que d

est une distance, que la convergence dans ps0,8r, dq est équivalente à la convergence
dans ps0,8r, | ¨ |q, et que cependant ps0,8r, dq est complet.

7. Théorème de Baire

Rappel. Soit M un espace métrique. On dit qu’un ensemble D Ď M est dense
dans M si on a D “ M (ce qui revient à dire que tout point de M est limite d’une
suite de points de D).

Exercice 1. Montrer que D est dense dans M si et seulement si D X O ‰ H pour
tout ouvert non vide O ĎM .

Exercice 2. Montrer que D est dense dans M si et seulement si MzD est d’intérieur
vide dans M .

Théorème 7.1. (Théorème de Baire)

Soit pM,dq un espace métrique complet, et soit pOnqnPN une suite d’ouverts de M .
On suppose que tous les On sont denses dans M . Alors G “

Ş

nPNOn est encore dense
dans M ; et en particulier,

Ş

nPNOn ‰ H.

Démonstration. Il suffit de montrer que pour tout ouvert non vide O Ď M , on a
GXO ‰ H.

Comme O0 est dense dans M et O est un ouvert non vide, on a O0 XO ‰ H. Soit
x0 P O0 X O. Comme O X O0 est un ouvert de M , on peut trouver un ε0 ą 0 tel que
Bpx0, ε0q Ď O0 XO, avec de plus ε0 ă 2´0.

Comme O1 est dense dans M et Bpx0, ε0q est un ouvert non vide, on a O1 X

Bpx0, ε0q ‰ H. Soit x1 P O1XBpx0, ε0q. Comme O1XBpx0, ε0q est un ouvert, on peut
trouver ε1 ą 0 tel que Bpx1, ε1q Ď O1 X Bpx0, ε0q, avec de plus ε1 ă 2´1. On a alors
en particulier Bpx1, ε1q Ď Bpx0, ε0q et Bpx1, ε1q Ď O1.

On voit maintenant qu’on peut construire par récurrence une suite décroissante de
boules fermées Bpxn, εnq, avec εn ă 2´n, de sorte que Bpxn, εq Ď On pour tout n P N.

Par le Théorème des fermés emboités (applicable car εn Ñ 0), l’intersection de
toutes les boules Bpxn, εnq est non vide, réduite à un point a. Par le choix des Bpxn, εnq,
le point a appartient à On pour tout n P N, autrement dit a P G ; et a P O également
car a P Bpx0, ε0q et Bpx0, ε0q Ď O. Ainsi, on a bien montré que GXO ‰ H pour tout
ouvert O ‰ H. �

Corollaire 7.2. Soit pM,dq un espace métrique complet, et soit pFnqnPN une
suite de fermés de M . Si tous les Fn sont d’intérieur vide dans M , alors H “

Ť

nPN Fn
est encore d’intérieur vide, et donc

Ť

nPN Fn ‰ M . Par contraposée : si
Ť

nPN Fn est
d’intérieur non vide dans M (par exemple si

Ť

nPN Fn “ M), alors l’un au moins des
Fn doit être d’intérieur non vide dans M .

Démonstration. C’est immédiat par le théorème, en passant aux complémentaires
et en se souvenant qu’un ensemble A Ď E est d’intérieur vide si et seulement si son
complémentaire est dense. �
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Illustration 1. Soit M un espace métrique complet dans lequel toute boule
ouverte non vide contient au moins 2 points. Montrons à nouveau que M n’est pas
dénombrable.

Supposons qu’on puisse écrire M “ tan; n P Nu. Alors F “
Ť

nPN Fn, où Fn “ tanu.
Les Fn sont des fermés de M ; donc, par le Théorème de Baire, il existe un entier n tel
que Fn soit d’intérieur non vide dans M . Alors Fn contient une boule ouverte B ‰ H,
et donc Fn “ tanu contient au moins 2 points ; ce qui est par hypothèse faux.

Illustration 2. Montrons que l’espace vectoriel RrXs n’est complet pour aucune
norme.

Soit } ¨ } une norme quelconque sur RrXs. Pour montrer que pRrXs, } ¨ }q n’est pas
complet, il suffit de trouver une suite pFnq de fermés de pRrXs, } ¨ }q telle que chaque
Fn est d’intérieur vide et cependant

Ť

nPN Fn “ RrXs.
Pour n P N, posons

Fn :“
 

p P RrXs; degppq ď n
(

.

On a évidemment
Ť

nPN Fn “ RrXs. De plus, chaque Fn est un sous-espace vectoriel
de dimension finie de RrXs, et donc Fn est fermé dans pRrXs, } ¨ }q par le Corollaire
3.2. Il reste à voir que les Fn sont d’intérieur vide dans pRrXs, } ¨ }q.

Fixons n0 P N et supposons que F :“ Fn0 soit d’intérieur non vide dans RrXs. Alors
F contient une boule ouvert Bpp0, rq avec r ą 0. Comme F est stable par soustractions,
on en déduit que F contient la boule Bp0, rq, car Bp0, rq “ Bpp0, rq ´ p0. Et comme
F est également stable par dilatations, on en déduit qu’en fait F “ RrXs : en effet,
si p P RrXs est quelconque, on peut trouver λ ą 0 tel que }λp} “ λ}p} ă r : et on a
alors λp P F , et donc p “ 1

λ ˆ λp P F . Cependant, F “ Fn0 n’est pas égal à RrXs tout
entier ; donc on a obtenu une contradiction.





Chapitre 4

Séries entières

1. Définition et remarques

Une série entière est une série de fonctions de la forme
ÿ

kě0

akz
k

loomoon

ukpzq

,

où les ak sont des constantes complexes, et la “variable” z appartient a priori à C.

Remarque 1. Par convention, on a

z0 “ 1 pour tout z P C.

Remarque 2. Une série entière est un objet formel ; et ceci ne veut rien dire. Si on
veut être vraiment précis, on peut dire qu’étant donné une suite de nombres complexes
pakqkě0, la série entière

ř

kě0 akz
k est la suite de fonctions pSnqně0, où les Sn : CÑ C

sont les fonction définies par Snpzq “
řn
k“0 akz

k.

Remarque 3. On peut évidemment écrire
ř

anz
n au lieu de

ř

akz
k

Remarque 4. Si pakqkěk0 est une suite définie seulement à partir d’un certain
entier k0 ě 0, alors on peut définir la série entière

ř

kěk0
akz

k de la même façon. On

peut même dire que
ř

kěk0
akz

k “
ř

kě0 rakz
k, où rak “ 0 si 0 ď k ă k0 et rak “ ak si

k ě k0.

Remarque 5. Soit pbnqnPN une suite de nombres complexes, et soit φ : N Ñ N
strictement croissante. Alors

ř

ně0 bnz
φpnq est une série entière : c’est la série

ř

kě0 akz
k,

où ak “ bn si k “ φpnq pour un certain (unique) n P N, et ak “ 0 sinon. Par exemple,
si k0 P N, alors

ř

ně0 bnz
n`k0 “

ř

kěk0
bk´k0z

k.

Remarque 6. Étant donné une série entière Σ “
ř

kěk0
akz

k et un nombre z P C,

on dit que Σ converge au point z si la série numérique
ř

akz
k converge. Dans ce

cas, on pose Σpzq “
ř8
k“0 akz

k.

Remarque 7. Il faut donc bien distinguer l’objet formel Σ “
ř

kě0 akz
k et le

nombre Σpzq “
ř8
k“0 akz

k.

2. Convergence des séries entières

2.1. Lemme d’Abel ; rayon de convergence.

Lemme 2.1. (Lemme d’Abel)

Soit Σ “
ř

akz
k une série entière, et soit ξ P C. Si la suite pakξ

kq est bornée, alors la
série entière Σ converge absolument en tout point z tel que |z| ă |ξ|.

47
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Démonstration. Il n’y a rien à démontrer si ξ “ 0. Si ξ ‰ 0, on écrit akz
k “

akξ
k ˆ p zξ q

k, de sorte que

|akz
k| “ |akξ

k| ck , où c “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z

ξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 1.

Comme |akξ
k| reste borné et comme la série

ř

ck est convergente puisque c ă 1, cela
montre que la série

ř

|akz
k| est convergente. �

Notation. Pour 0 ď r ď 8, on pose

Dp0, rq “ tz P C; |z| ă ru et Dp0, rq “ tz P C; |z| ď ru.

Les cas “dégénérés r “ 0 et r “ 8 sont autorisés : on a Dp0, 0q “ H et Dp0,8q “ C.

Théorème 2.2. Soit Σ “
ř

akz
k une série entière.

(1) Il existe une unique “nombre” R P r0,8s tel que la série Σ converge en tout
point z P C vérifiant |z| ăR, et diverge en tout point z vérifiant |z| ąR. Le
nombre R s’appelle le rayon de convergence de la série entière Σ, et se
note RpΣq.

(2) La série Σ converge normalement sur tout disque fermé Dp0, rq contenu dans
le disque ouvert Dp0, Rq (i.e sur tout disque Dp0, rq avec r ă R).

Démonstration. (1) Existence. Posons

R “ sup
 

r ě 0; la suite p|ak| r
kqkě0 est bornée

(

,

qui est un élément bien défini de r0,8s. Comme rk croit avec r (pour tout k P N), on
voit que la suite p|ak| r

kq est bornée pour tout r ă R, et non bornée pour tout r ą R
(exo).

Si z P C vérifie |z| ă R, on peut choisir r tel que |z| ă r ă R. Alors la suite |akr
k|

est bornée, donc la série
ř

akz
z converge (absolument) d’après le Lemme d’Abel. À

l’inverse, si |z| ą R alors la suite p|ak| |z|
kq est non bornée, donc akz

k ne tend pas vers
0, et donc la série

ř

akz
k ne converge pas. Ainsi, R vérifie (1).

Unicité. Soient R et R1 vérifiant (1). Si R ‰ R1, par exemple R1 ă R, et si on
choisit x tel que R1 ă x ă R, alors la série

ř

akx
k converge par (1) appliqué à R, et

en même temps diverge par (1) appliqué à R1. Ceci est absurde, donc R “ R1.

(2) Si r ă R, on peut choisir ρ tel que r ă ρ ă R. Alors la suite p|ak| ρ
kq est bornée

par définition de R, donc la série
ř

|ak| r
k converge d’après le Lemme d’Abel, et donc

la série
ř

akz
k converge normalement sur le disque Dp0, rq puisque |akz

k| ď |ak| r
k

pour tout z P Dp0, rq. �

Remarque 2.3. La preuve du théorème a montré que si Σ “
ř

akz
k, alors

RpΣq “ sup
 

r ě 0; la suite p|ak| r
kq est bornée

(

.

Remarque 2.4. Étant donné r P R`, on peut dire que

(i) si la suite p|ak|r
kq est bornée, alors RpΣqě r ;

(ii) si la série
ř

akr
k diverge, alors RpΣqď r.

Démonstration. La partie (i) découle de la remarque précédente ; et (ii) est évident
par définition de R. �
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Remarque 2.5. Si Σ1 “
ř

akz
k et Σ2 “

ř

bkz
k sont deux séries entières et si

|ak| “ Op|bk|q quand k Ñ 8, alors RpΣ1q ě RpΣ2q. Ainsi : plus les coefficients d’une
série entière sont petits en module, et plus le rayon de convergence est grand. En
particulier, si |ak| „ C |bk| pour une certaine constante C, alors RpΣ1q “ RpΣ2q.

2.2. Détermination pratique du rayon de convergence. Commençons par
donner deux “règles” très simples qui permettent souvent de déterminer sans effort un
rayon de convergence.

“Règle |ak|
1{k ”. Soit Σ “

ř

akz
k une série entière et soit R “ RpΣq. Si |ak|

1{k

admet une limite L P r0,8s quand k Ñ8, alors R “ 1{L.

Démonstration. Si r ă 1{L, alors Lr ă 1, donc |ak|
1{kr ă 1 à partir d’un certain

rang, et donc |ak| r
k reste borné. Donc R ě r pour tout r ă 1{L, et donc R ě 1{L en

faisant tendre r vers 1{L. Inversement, si r ą 1{L, alors Lr ą 1, donc on a certainement

|ak|
1{kr ą 1 pour une infinité d’entiers k ; en particulier akr

k ne tend pas vers 0, donc
la série

ř

akr
k diverge. Donc R ď r pour tout r ą 1{L, et donc R ď 1{L. �

Exemple 1. Pour tout α P R, la série entière
ř

kě1 k
αzk a pour rayon de convergence

R “ 1.

Démonstration. On a |ak| “ kα “ eα logpkq, donc |ak|
1{k “ eα

logpkq
k Ñ 1 quand

k Ñ8. �

Exemple 2. La série entière
ř

kkzk a pour rayon de convergence R “ 0.

Démonstration. Exo. �

“Règle
|ak`1|

|ak|
”. Soit Σ “

ř

akz
k une série entière et soit R “ RpΣq. Si ak ‰ 0 à

partir d’un certain rang et si
|ak`1|

|ak|
admet une limite L P r0,8s quand k Ñ 8, alors

R “ 1{L.

Démonstration. Pour k assez grand, disons k ě k0, on peut considérer uk “
log |ak| ; et on posera également uk “ 0 pour k ă k0. On a pour tout k ě k0 :

uk`1 ´ uk “ log
|ak`1|

|ak|
,

donc uk`1 ´ uk Ñ logpLq quand k Ñ 8. (On pose logp0q “ ´8 et logp8q “ 8.) Par
le théorème de Cesáro, on en déduit que

vk “
1

k

k´1
ÿ

i“0

pui`1 ´ uiq Ñ logpLq quand k Ñ8.

Mais vk “
uk
k ´

u0
k car on a une “somme télescopique” ; donc uk

k Ñ logpLq, et donc

|ak|
1{k “ exp

ˆ

1

k
log |ak|

˙

“ exp
´uk
k

¯

Ñ elogpLq “ L.

Ainsi, R “ 1{L par le “test |ak|
1{k”. �

Exemple 1. La série entière
ř zk

k! pour rayon de convergence R “ 8.

Démonstration. On a ak “
1
k! ‰ 0 pour tout k P N, et

|ak`1|

|ak|
“
pk`1q!
k! “ k ` 1 Ñ8

quand k Ñ8. �
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Exemple 2. Rayon de convergence de la série entière
ř kk

k! z
k.

On a ak “
kk

k! ‰ 0 pour tout k P N ; et si k ě 1 :

|ak`1|

|ak|
“
pk ` 1qk`1

pk ` 1q!
ˆ
k!

kk
“
pk ` 1qk

kk
“

´

1`
1

k

¯k
“ exp

´

k log
`

1`
1

k

˘

¯

.

Comme logp1` 1
k q „

1
k quand k Ñ8, on voit que

|ak`1|

|ak|
Ñ e1 “ e ; donc R “ 1{e.

On va maintenant donner une formule pour le rayon de convergence qui est valable
pour n’importe quelle série entière

ř

akz
k, sans aucune hypothèse sur les coefficients

ak.

Définition 2.6. Soit pαkq une suite de nombres réels. On dit qu’un “nombre”
α P R Y t´8,8u est une valeur d’adhérence de pαkq s’il existe une sous-suite de
pαkq qui tend vers α.

Exemples. (i) Si αk :“ p´1qk, alors possède 2 valeurs d’adhérences, qui sont 1 et
´1. (ii) Si αk :“ p´2qk, alors les valeurs d’adhérence sont 8 et ´8. (iii) Si pαkq admet
une limite l dans RY t´8,8u, alors l est la seule valeur d’adhérence de pαkq.

Le fait suivant est une extension du “Théorème de Bolzano-Weierstrass”.

Fait 2.7. Toute suite pαkq Ď R possède au moins une valeur d’adhérence.

Démonstration. Si pαkq est bornée, alle possède une valeur d’adhérence α P R par
Bolzano-Weierstrass. Sinon, pαkq est ou bien non majorée, ou bien non minorée ; donc
ou bien elle possède un sous-suite qui tend vers 8, ou bien elle possède une sous-suite
qui tend vers ´8 ; et donc elle admet 8 ou ´8 comme valeur d’adhérence. �

Exercice 4.1. Montrer qu’une suite pαkq Ď R admet une limite dans RYt´8,8u
si et seulement si elle possède exactement une valeur d’adhérence.

Lemme 2.8. Si pαkq est une suite de nombres réels, alors pαkq possède une plus
petite valeur d’adhérence et une plus grande valeur d’adhérence dans RYt´8,8u. La
plus petite valeur d’adhérence de pαkq s’appelle la limite inférieure de pαkq, et se note
limαk (prononcer “lim-inf de pαkq”) ; et la plus grande valeur d’adhérence s’appelle la
limite supérieure de pαkq et se note limαk (prononcer “lim-sup de pαkq”).

Démonstration. Notons E l’ensemble de toutes les valeurs d’adhérence de la suite
pαkq. Par le Fait 2.7, E est une partie non-vide de RY t´8,8u, donc on peut définir
L :“ sup E et l :“ inf E . Il suffit de montrer que l et L sont des valeurs d’adhérence de
E (par définition, ce seront alors nécessairement la plus petite et la plus grande valeur
d’adhérence). De plus, par symétrie, on peut évidemment se contenter de montrer que
l est une valeur d’adhérence de pαkq.

Choisissons une suite de nombres réels pskqkě0 telle que sk Ñ l et sk ą l pour tout
k P N. Comme l “ inf E , on peut pour tout n P N choisir lk P E telle que l ď lk ă sk.
Comme l0 est une valeur d’adhérence de pαkq et l0 ă s0, on peut trouver un entier n0

tel que l0 ă αn0 ă s0. Ensuite, comme l1 est une valeur d’adhérence de pαkq et l1 ă s1,
on peut trouver un entier n1 ą n0 tel que l1 ă αn1 ă s1. En continuant ainsi, on
construit une suite strictement croissante d’entiers pnkqkě0 telle que l ď lk ă αnk ă sk
pour tout k P N. Comme sk Ñ l, on voit que αnk Ñ l ; ce qui montre que l est en effet
une valeur d’adhérence de pαkq. �
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Exemples. (i) Si αk :“ p´1qk, alors limαk “ 1 et limαk “ ´1. (ii) Si αk :“ p´2qk,
alors limαk “ 8 et limαk “ ´8. (iii) Par l’Exercice 4.1, la suite pαkq admet une
limite dans RY t´8,8u si et seulement si limαk “ limαk.

Exercice 4.2. Soit pαkq une suite de nombres réels, et soit α P R. Montrer que si
limαk ă α, alors αk ă α à partir d’un certain rang, et que si limαk ą α, alors αk ą α
pour une infinité d’entiers k.

Formule d’Hadamard. Pour toute série entière Σ “
ř

akz
k, on a

1

RpΣq
“ lim |ak|

1{k.

Démonstration. C’est un bon exo de compréhension : adapter la preuve de la “règle
|ak|

1{k” donnée plus haut, en utilisant l’Exercice 4.2. �

Remarque. L’intérêt de la formule d’Hadamard est qu’elle “marche toujours”, sans
qu’il soit besoin de faire une hypothèse sur la suite pakq.

3. Comportement au bord du disque de convergence

Si Σ “
ř

akz
k est une série entière de rayon de convergence R ą 0, alors “on ne

peut rien dire de général” sur la convergence de la série pour |z| “ R. Par exemple :

‚ pour Σ “
ř

zk, on a R “ 1 et la série diverge pour tout z vérifiant |z| “ 1 ;

‚ pour Σ “
ř

kě1
zk

k2
, on a R “ 1 et la série converge pour tout z vérifiant

|z| “ 1 ;

‚ pour Σ “
ř

kě1
zk

k , on a R “ 1, la série diverge pour z “ 1, et la série converge

pour tout z “ eiθ ‰ 1 par application d’un critère d’Abel.

Cependant, on peut quand même “dire quelque chose de non trivial” :

Théorème 3.1. (Théorème d’Abel)

Soit Σ “
ř

akz
k une série entière de rayon de convergence R. Pour z P Dp0, Rq, on

pose fpzq “
ř8
k“0 akz

k. Soit également ξ P C. On suppose que la série
ř

akξ
k converge

(ce qui implique que |ξ| ď R). Alors :

(i) La série
ř

akr
kξk converge uniformément par rapport à r P r0, 1s ;

(ii) fprξq Ñ
ř

akξ
k quand r Ñ 1´, autrement dit, on peut écrire

lim
rÑ1´

8
ÿ

k“0

akr
kξk “

8
ÿ

k“0

akξ
k.

Démonstration. (i) Pour k P N, soit uk : r0, 1s Ñ C la fonction définie par

ukprq “ akr
kξk.

Il s’agit de montrer que la série
ř

ukprq converge uniformément sur r0, 1s. Pour cela,
on écrit

ukprq “ akξ
k ˆ rk :“ αkprq ˆ βkprq.

Les αk sont des fonctions constantes ( !) et la série
ř

αk converge uniformément sur
r0, 1s puisqu’on suppose que la série

ř

akξ
k converge. De plus, les βk sont ě 0, la suite
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pβkq est décroissante, et βkprq ď 1 pour tout k et pour tout r P r0, 1s. Par le critère
“Abel uniforme 1”, on en déduit que la série

ř

uk converge uniformément sur r0, 1s.
(ii) Soit ϕ : r0, 1s Ñ C définie par ϕprq “

ř8
k“0 akr

kξk “
ř8
k“0 ukprq Par (i) et

comme les fonctions uk sont continues, on voit que ϕ est continue sur r0, 1s. Donc
8
ÿ

k“0

akr
kξk “ ϕprq Ñ ϕp1q “

8
ÿ

k“0

akξ
k quand r Ñ 1´.

�

Remarque. Le théorème d’Abel est “non trivial” seulement pour |ξ| “ R : si |ξ| ă R,
la série

ř

akr
kξk converge en fait normalement sur r0, 1s par définition du rayon de

convergence, donc tout est évident.

Corollaire 3.2. Soit pakq une suite de nombres complexes. Si la série
ř

ak
converge, alors

ř8
k“0 akr

k Ñ
ř8
k“0 ak quand r Ñ 1´.

Démonstration. C’est évident par le théorème en prenant ξ :“ 1. �

4. Sommes et produits

Proposition 4.1. Soient Σ1 “
ř

akz
k et Σ2 “

ř

bkz
k deux séries entières, de

rayons de convergence respectifs R1 et R2. Le rayon de convergence de la série entière
ř

pak ` bkqz
k est au moins égal à R “ minpR1, R2q, et pour tout z P Dp0, Rq, on a

8
ÿ

k“0

pak ` bkqz
k “

8
ÿ

k“0

akz
k `

8
ÿ

k“0

bkz
k.

Démonstration. C’est évident. �

Proposition 4.2. Soient Σ1 “
ř

anz
n et Σ2 “

ř

bnz
n deux séries entières, de

rayons de convergence R1 et R2. Pour n P N, on pose cn “
řn
k“0 akbn´k. Alors le

rayon de convergence de la série entière
ř

cnz
n est au moins égal à R “ minpR1, R2q,

et pour z P Dp0, Rq, on a
ř8
n“0 cnz

n “
`
ř8
n“0 anz

n
˘

ˆ
`
ř8
n“0 bnz

n
˘

; autrement dit
˜

8
ÿ

n“0

anz
n

¸

ˆ

˜

8
ÿ

n“0

bnz
n

¸

“

8
ÿ

k“0

´

n
ÿ

k“0

akbn´k

¯

zn.

Démonstration. Si z P Dp0, Rq, alors les séries
ř

αn :“
ř

anz
n et

ř

βn :“
ř

bnz
n

sont absolument convergentes. Donc, si on pose

γn “
n
ÿ

k“0

αkβn´k,

alors (par le “théorème sur les séries produits”) la série
ř

γn est (absolument) conver-
gente et

8
ÿ

n“0

γn “

˜

8
ÿ

n“0

αn

¸

ˆ

˜

8
ÿ

n“0

βn

¸

.

Comme

γn “
n
ÿ

k“0

akz
k ˆ bn´kz

n´k “ cnz
n,

cela donne le résultat souhaité : la série
ř

cnz
n converge pour tout z P Dp0, Rq, avec

la bonne formule pour la somme. �
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Remarque. On dit que Σ “
ř

cnz
n est la série entière produit des séries

entières Σ1 “
ř

anz
n et Σ2 “

ř

bnz
n.

Exercice. Soient pakq et pbkq deux suites de nombres complexes. Pour n ě 0, on

pose ck “
řk
i“0 aibk´i. Montrer que si les trois séries

ř

ak,
ř

bk et
ř

ck convergent,

alors
ř8
k“0 ck “

´

ř8
k“0 ak

¯

ˆ

´

ř8
k“0 bk

¯

. (Utiliser le Théorème d’Abel.)

5. Régularité de la somme d’une série entière

Proposition 5.1. Si Σ “
ř

akz
k est une série entière de rayon de convergence

R ą 0, alors la fonction fpzq “
ř8
k“0 akz

k est continue sur le disque ouvert Dp0, Rq.

Démonstration. Si on pose ukpzq “ akz
k, alors la série

ř

ukpzq converge normale-
ment sur tout disque fermé Dp0, rq Ď Dp0, rq. Comme les fonctions uk sont continues,
on en déduit que f “

ř8
k“0 uk est continue sur tout disque Dp0, rq et donc (exo)

continue sur Dp0, Rq. �

Définition 5.2. Soit Σ “
ř

kě0 akz
k une série entière. La série dérivée de Σ

est la série entière Σ1 “
ř

kě1 kakz
k´1. Autrement dit, Σ1 est la série entière obtenue

en “dérivant formellement” Σ.

Lemme 5.3. Une série entière et sa série dérivée ont le même rayon de convergence.

Démonstration. Soit Σ “
ř

akz
k un série entière de rayon de convergence R. Alors

Σ1 “
ř

kě1 kakz
k´1 a le même rayon de convergence que la série zΣ1 “

ř

kě1 kakz
k

(micro-exo). En notant R1 ce rayon de convergence, on a par la formule d’Hadamard :

1

R1
“ lim

`

k|ak|
˘1{k

“ lim
`

k1{k|ak|
1{k

˘

.

Comme k1{k Ñ 1 quand k Ñ8, on en déduit (exo)

1

R1
“ lim |ak|

1{k “
1

R
;

et donc R1 “ R. �

Théorème 5.4. Soit Σ “
ř

akz
k une série entière de rayon de convergence R ą 0,

et soit f : s´R,Rr Ñ C la fonction définie par fpxq “
ř8
k“0 akx

k. Alors f est de classe
C8 sur s´R,Rr et on peut dériver terme à terme :

f 1pxq “
8
ÿ

k“1

kakx
k´1 pour tout x P s´R,Rr ;

et plus généralement, pour p P N˚ :

f ppqpxq “
8
ÿ

k“p

kpk ´ 1q ¨ ¨ ¨ pk ´ p` 1q ak x
k´p “

8
ÿ

k“p

k!

pk ´ pq!
ak x

k´p.

Démonstration. Il suffit de montrer que f est de classe C1 sur s´R,Rr et que f 1pxq
s’obtient en dérivant terme à terme : une fois ceci acquis, une récurrence instantanée
montre que f est de classe Cp pour tout p P N˚, avec la bonne formule pour f ppqpxq.

On a fpxq “
ř8
k“0 ukpxq, où ukpxq “ akx

k. Les fonctions uk sont de classe C1,

avec u10pxq “ 0 et u1kpxq “ kakx
k´1 pour k ě 1. Par le Lemme 5.3, la série entière

ř

kě1 kakz
k´1 a le même rayon de convergence que

ř

akz
k, à savoir R. Donc, la série

ř

u1k converge normalement sur tout intervalle compact r´r, rs Ď s´R,Rr. Par le
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théorème sur les suites de fonctions de classe C1, on en déduit que f “
ř8
k“0 uk est de

classe C1 sur s´R,Rr avec f 1 “
ř8
k“0 u

1
k ; ce qui est le résultat souhaité. �

Remarque. La formule pour f ppqpxq peut également s’écrire

f ppqpxq “
8
ÿ

n“0

pn` pq!

n!
an`p x

n.

6. Fonctions développables en série entière

6.1. Définition, et exemples “indispensables”.

Définition 6.1. Soit R ą 0.

‚ On dit qu’une fonction f définie sur le disque Dp0, Rq est développable en
série entière sur Dp0, Rq si f est la somme d’une série entière dans le
disque Dp0, Rq ; autrement dit, s’il existe une suite de coefficients pakqkPN
telle que pour tout z P Dp0, Rq, on puisse écrire fpzq “

ř8
k“0 akz

k.

‚ De même, une fonction f définie sur l’intervalle s´R,Rr est développable
en série entière sur s´R,Rr s’il existe une suite de coefficients pakq telle
qu’on puisse écrire fpxq “

ř8
k“0 akx

k pour tout x P s´R,Rr.

Remarque. Pour aller plus vite, on écrira “DSE” au lieu de “développable en série
entière”.

Exemple 6.2. La fonction z ÞÑ 1
1´z est DSE sur le disque Dp0, 1q, et on a

1

1´ z
“

8
ÿ

k“0

zk pour tout z P Dp0, 1q.

Par conséquent, la fonction z ÞÑ 1
1`z est DSE sur Dp0, 1q, avec

1

1` z
“

8
ÿ

k“0

p´1qkzk.

Démonstration. La première partie est bien connue depuis longtemps (somme d’une
série géométrique). Pour la 2ème formule, il suffit d’écrire 1

1`z “
1

1´p´zq et d’appliquer

la 1ère formule à ´z (qui appartient aussi au disque Dp0, 1q). �

Remarque 1. Une fonction DSE sur s´R,Rr est nécessairement de classe C8 sur
s´R,Rr.

Démonstration. C’est une partie du Théorème 5.4. �

Remarque 2. Si f est DSE sur s´R,Rr, fpxq “
ř8
k“0 akx

k, alors les coefficients
ak sont déterminés de manière unique : on a

ak “
f pkqp0q

k!
pour tout k P N.

Autrement dit, pour tout N P N, a0, . . . , aN sont les coefficients apparaissant dans le
développement limité à l’ordre N de f en 0.
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Démonstration. Par le Théorème 5.4, on a pour tout k P N et pour tout x P
s´R,Rr :

f pkqpxq “
8
ÿ

n“0

pn` kq!

n!
an`k x

n;

et donc f pkqp0q “ k! ak. �

Remarque 3. Une fonction f peut parfaitement être de classe C8 sur R sans être
DSE sur aucun intervalle s ´ ε, εr.

Démonstration. Soit f : R Ñ R la fonction définie par fpxq “ 0 pour x ď 0 et

fpxq “ e´1{x pour x ą 0. La fonction f est de classe C8 sur Rzt0u. De plus, on

vérifie par récurrence que pour x ą 0 et k P N, on a f pkqpxq “ Pkp1{xqe
´1{x pour

un certain polynôme Pk. Donc f pkqpxq Ñ 0 quand x Ñ 0`, pour tout k P N. Comme

f pkqpxq “ 0 pour x ă 0, on voit ainsi que f pkqpxq Ñ 0 quand x Ñ 0, pour tout k P N.
On en déduit (exo) que f est infiniment dérivable en 0 (donc de classe C8 sur R), avec

f pkqp0q “ 0 pour tout k P N. Si f était DSE sur un intervalle s ´ ε, εr, on devrait donc

avoir fpxq “
ř8
k“0

f pkqp0q
k! xk “ 0 pour tour x P s´ε, εr, ce qui n’est visiblement pas le

cas. �

Proposition 6.3. Soit R ą 0, et soit f : s´R,Rr Ñ C de classe C8. Alors f est
DSE sur s´R,Rr si et seulement si

Rnpxq “

ż 1

0

p1´ sqn

n!
f pn`1qpsxqxn`1ds

nÑ8
ÝÝÝÑ 0 pour tout x P s´R,Rr.

Démonstration. Par la formule de Taylor avec “reste intégrale”, on a pour tout
x P s´R,Rr et pour tout n P N :

fpxq “
n
ÿ

k“0

akx
k `Rnpxq,

où ak “
f pkqp0q
k! ; donc le résultat est immédiat. �

Corollaire 6.4. La fonction exponentielle est DSE sur C “ Dp0,8q, et on a

ez “
8
ÿ

k“0

zk

k!
pour tout z P C.

Démonstration. Soit z P C fixé, et soit f : RÑ C la fonction définie par

fptq “ etz.

La fonction f est de classe C8, avec

f pkqptq “ zketz pour tout k P N.

Avec les notations de la proposition, on a donc pour tout x P R et pour tout n P N :

Rnpxq “

ż 1

0

p1´ sqn

n!
zn`1esz xn`1ds “

pzxqn`1

n!

ż 1

0
p1´ sqneszds.

Comme |esz| ď e|z| pour tout s P r0, 1s, on en déduit

|Rnpxq| ď
|zx|n`1

n!
ˆ e|z|

ż 1

0
p1´ sqnds “

|zx|n`1e|z|

pn` 1q!
¨
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Comme pn ` 1q! l’emporte très largement sur Cn`1 pour toute constante C, on voit
ainsi que Rnpxq Ñ 0 quand nÑ8, pour tout x P R. Ainsi, la fonction f est DSE sur
R “s ´8,8r. En particulier, on peut écrire

fp1q “
8
ÿ

k“0

f pkqp0q

k!
1k;

autrement dit

ez “
8
ÿ

k“0

zk

k!
¨

�

Corollaire 6.5. Pour tout α P R, la fonction x ÞÑ p1`xqα est DSE sur s´1, 1r ;
et pour x P s ´ 1, 1r , on a

p1` xqα “
8
ÿ

k“0

ˆ

α

k

˙

xk, où

ˆ

α

0

˙

“ 1,

ˆ

α

1

˙

“ α et

ˆ

α

k

˙

“
αpα´ 1q ¨ ¨ ¨ pα´ k ` 1q

k!
si k ě 2.

Démonstration. Posons fpxq “ p1`xqα. La fonction f est de classe C8 sur s´1, 1r,
avec f 1pxq “ αp1` xqα´1 et

f pkqpxq “ αpα´ 1q ¨ ¨ ¨ pα´ k ` 1qp1` xqα´k pour k ě 2.

En particulier,
f pkqp0q

k!
“

ˆ

α

k

˙

pour tout k P N.

Avec la notation de la proposition, si x P s ´ 1, 1r et n ě 1, alors

Rnpxq “

ż 1

0

p1´ sqn

n!
ˆ αpα´ 1q ¨ ¨ ¨ pα´ nq p1` sxqα´n´1xn`1 ds

“
αpα´ 1q ¨ ¨ ¨ pα´ nq

n!
ˆ xn`1 ˆ

ż 1

0

ˆ

1´ s

1` sx

˙n

p1` sxqα´1 ds

De plus, comme ´1 ă x ă 1, on a 0 ď 1´ s ď 1` sx et donc
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1´ s

1` sx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 1 pour tout s P r0, 1s.

Par conséquent,

|Rnpxq| ď
|α|p|α| ` 1q ¨ ¨ ¨ p|α| ` nq

n!
|x|n`1

ż 1

0
p1` sxqα´1ds

:“ C
|α|p|α| ` 1q ¨ ¨ ¨ p|α| ` nq

n!
|x|n`1.

En choisissant un entier N0 ě |α|, on a donc

|Rnpxq| ď C
pn`N0q!

n!
|x|n`1 ď C pn`N0q

N0 |x|n`1 pour tout n ě 1;

et comme |x| ă 1, on en déduit que Rnpxq Ñ 0 quand nÑ 8, pour tout x P s ´ 1, 1r.
Donc fpxq “ p1 ` xqα est bien DSE sur s ´ 1, 1r, et son développement est bien celui

annoncé puisque f pkqp0q
k! “

`

α
k

˘

pour tout k P N. �
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Remarque. Si α est un entier positif, alors
`

α
k

˘

“ 0 pour tout k ą α car le produit

αpα ´ 1q ¨ ¨ ¨ pα ´ k ` 1q contient le facteur pα ´ αq ; et
`

α
k

˘

est le coefficient binomial
“k parmi α” si 0 ď k ď α. On retrouve donc la formule du binôme pour p1` xqα.

6.2. Opérations sur les fonctions DSE.

Proposition 6.6. Soit R ą 0, et soient f et g deux fonctions DSE sur s´R,Rr.

On écrit fpxq “
8
ř

k“0

akx
k et gpxq “

8
ř

k“0

bkx
k.

(1) Les fonctions f ` g et fg sont DSE sur s´R,Rr, avec

pf ` gqpxq “
8
ÿ

k“0

pak ` bkqx
k et pfgqpxq “

8
ÿ

n“0

´

n
ÿ

k“0

akbn´k

¯

xn.

(2) Toutes les fonctions f ppq, p P N sont DSE sur s´R,Rr, et le développement

de f ppq s’obtient en dérivant terme à terme :

f ppqpxq “
8
ÿ

k“p

kpk ´ 1q ¨ ¨ ¨ pk ´ p` 1q ak x
k´p “

8
ÿ

k“p

k!

pk ´ pq!
ak x

k´p,

ce qui s’écrit encore

f ppqpxq “
8
ÿ

n“0

pn` pq!

n!
an`p x

n.

(3) La fonction F pxq “
şx
0 fptq dt est DSE sur s´R,Rr, et le DSE de F s’obtient

en intégrant terme à terme :

F pxq “

ż x

0

˜

8
ÿ

k“0

akt
k

¸

dt “
8
ÿ

k“0

ak
k ` 1

xk`1.

Démonstration. (1) et (2) sont des conséquences des Propositions 4.1 et 4.2 et du
Théorème 5.4. Pour (3), on observe que pour tout x P s´R,Rr fixé, la série

ř

akt
k

converge normalement sur r0, xs (ou rx, 0s si x ă 0), donc on peut effectivement intégrer
terme à terme. �

Corollaire 6.7. Les fonctions sinus, cosinus, sinus hyperbolique et cosinus hy-
perbolique sont DSE sur R, avec

sinx “
8
ÿ

n“0

p´1qn

p2n` 1q!
x2n`1 , cosx “

8
ÿ

n“0

p´1qn

p2nq!
x2n;

shx “
8
ÿ

n“0

x2n`1

p2n` 1q!
, chx “

8
ÿ

n“0

x2n

p2nq!
¨
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Démonstration. Pour sin et cos, on utilise le DSE de l’exponentielle complexe et
on applique (1) : pour tout x P R, on a

cosx “
eix ` e´ix

2

“
1

2

˜

8
ÿ

k“0

pixqk

k!
`

8
ÿ

k“0

p´ixqk

k!

¸

“

8
ÿ

k“0

p1` p´1qkq ik

2
xk.

Les termes d’indices impairs dans la somme valent 0 ; et pour un indice pair k “ 2n,
on a p1` p´1qkq ik “ 2i2n “ 2ˆ p´1qn ; donc

cosx “
8
ÿ

n“0

p´1qn

p2nq!
x2n.

On procède de même pour sinx en écrivant

sinx “
eix ´ e´ix

2i
¨

Pour ch et sh, on écrit la définition :

chx “
ex ` e´x

2
et shx “

ex ´ e´x

2
;

et on utilise le DSE de l’exponentielle réelle. �

Corollaire 6.8. Pour tout p P N˚, la fonction x ÞÑ 1
p1´xqp est DSE sur s ´ 1, 1r,

avec
1

p1´ xqp
“

8
ÿ

n“0

ˆ

n` p´ 1

p´ 1

˙

xn pour tout x P s ´ 1, 1r.

Démonstration. On applique (2) à la fonction f définie sur s ´ 1, 1r par

fpxq “
1

1´ x
“

8
ÿ

k“0

xk.

En dérivant p´ 1 fois f on constate que

f pp´1qpxq “
pp´ 1q!

p1´ xqp
¨

Donc, par (2)

1

p1´ xqp
“

1

pp´ 1q!
f pp´1qpxq “

1

pp´ 1q!

8
ÿ

n“0

pn` p´ 1q!

n!
xn,

ce qui est la formule annoncée. �

Remarque. On peut aussi dire que p1´ xq´p “ p1` p´xqq´p et utiliser le DSE de
p1` uq´p. Exo : écrire les détails.

Corollaire 6.9. Les fonctions x ÞÑ logp1 ´ xq et x ÞÑ logp1 ` xq sont DSE sur
s ´ 1, 1r, avec

logp1´ xq “ ´
8
ÿ

n“1

xn

n
et logp1` xq “

8
ÿ

n“1

p´1qn´1

n
xn.
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Démonstration. On a pour tout x P s ´ 1, 1r :

logp1´ xq “ ´

ż x

0

dt

1´ t
“ ´

ż 1

0

˜

8
ÿ

k“0

tk

¸

dt;

donc, en intégrant terme à terme (ce qui est permis par (3)),

logp1´ xq “ ´
8
ÿ

k“0

xk

k ` 1
“ ´

8
ÿ

n“1

xn

n
¨

Pour logp1`xq, on écrit logp1`xq “ logp1´p´xqq et on applique la formule précédente ;
ou bien (ce qui revient au même), on part de

logp1` xq “

ż x

0

dt

1` t
“

ż 1

0

˜

8
ÿ

k“0

p´1qktk

¸

dt.

�

Corollaire 6.10. La fonction arctangente est DSE sur s ´ 1, 1r, avec

arctanpxq “
8
ÿ

k“0

p´1qk

2k ` 1
x2k`1 pour tout x P s ´ 1, 1r.

Démonstration. On écrit

arctanpxq “

ż x

0

dt

1` t2
“

ż x

0

˜

8
ÿ

k“0

p´1qkt2k

¸

,

et on intègre terme à terme. �

Exercice. Montrer que arctan n’est pas DSE sur R.

Corollaire 6.11. Si f est une fonction DSE sur un intervalle s´R,Rr alors fp

aussi pour tout p P N˚, et on a

fpxqp “
8
ÿ

n“0

an,px
n où an,p “

ÿ

k1`¨¨¨`kp“n

ak1 ¨ ¨ ¨ akp .

Démonstration. On procède par récurrence en utilisant (1). Exo : écrire les détails.
�

Définition 6.12. Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant
0. On dit que f est développable en série entière au voisinage de 0 s’il existe
un ε ą 0 tel que f est DSE sur s ´ ε, εr.

Exemple. La fonction arctan (qui est définie sur R) est DSE au voisinage de 0.

Proposition 6.13. Soit f une fonction DSE au voisinage de 0, avec fp0q “ 0, et
soit Φ une fonction DSE au voisinage de 0. Alors la fonction Φ ˝ f est bien définie et
DSE au voisinage de 0.

Démonstration. On peut écrire fpxq “
ř8
k“0 akx

k sur un certain intervalle s´ε, εr,
et Φpuq “

ř8
p“0 bpu

p sur un certain intervalle s ´ η, ηr. De plus, comme fp0q “ 0 on a
a0 “ 0.
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On sait que la série entière
ř

akx
k converge normalement sur tout compact de

s ´ ε, εr. Donc

fpxq :“
8
ÿ

k“1

|ak| |x|
k

est bien défini pour tout x P s´ε, εr, la fonction f est continue sur s´ ε, εr, et fp0q “ 0.
On peut donc trouver un α ą 0 tel que 0 ď fpxq ă η pour tout x P s ´ α, αr. Comme
|fpxq| ď fpxq, on a alors |fpxq| ă η pour tout x P s ´ α, αr. Donc Φ ˝ f est bien définie
sur s ´ α, αr, et on a

Φ ˝ fpxq “
8
ÿ

p“0

bpfpxq
p pour tout x P s ´ α, αr.

De plus, par le Corollaire 6.11 on a aussi

fpxqp “
8
ÿ

n“0

an,px
n où an,p “

ÿ

k1`¨¨¨kp“n

ak1 ¨ ¨ ¨ akp .

Donc, en faisant un calcul formel, on obtient

Φ ˝ fpxq “
8
ÿ

p“0

bp

˜

8
ÿ

n“0

an,px
n

¸

“

8
ÿ

n“0

˜

8
ÿ

p“0

bpan,p

¸

xn,

ce qui montre que Φ ˝ f est DSE sur s ´ α, αr.

Justification du calcul formel : par le théorème sur les permutations de séries
doubles absolument convergentes, il suffit de montrer que si x P s ´ α, αr, alors

S :“
8
ÿ

p“0

|bp|
8
ÿ

n“0

|an,px
n| ă 8.

Pour tout p P N, on a

8
ÿ

n“0

|an,px
n| ď

8
ÿ

n“0

an,p|x|
n où an,p “

ÿ

k1`¨¨¨kp“n

|ak1 | ¨ ¨ ¨ |akp |;

autrement dit, par le Corollaire 6.11 :

8
ÿ

n“0

|an,px
n| ď fpxqp.

On obtient donc

S ď
8
ÿ

p“0

|bp| fpxq
p.

Mais comme la série entière
ř

bpu
p a un rayon de convergence au moins égal à η, on

sait qu’on a
ř8
p“0 |bp| |u|

p ă 8 pour tout u P s´ η, ηr ; et en particulier S ă 8 puisque

u :“ fpxq vérifie 0 ď u ă η. �

Corollaire 6.14. Si g est une fonction DSE au voisinage de 0 telle que gp0q ‰ 0,
alors la fonction 1{g est DSE au voisinage de 0.
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Démonstration. Par hypothèse, on peut écrire gpxq “
ř8
k“0 bkx

k au voisinage de

0, avec b0 ‰ 0. Si on pose hpxq “
ř8
k“1 bkx

k, alors hp0q “ 0 et

1

gpxq
“

1

b0 ` fpxq
“

1

b0

1

1` phpxq{b0q
au voisinage de 0.

Ainsi, on a 1{g “ Φ ˝ f au voisinage de 0, où Φpuq :“ 1
b0

1
1`u et f :“ h{b0. Comme Φ

est DSE au voisinage de 0 et comme f est DSE au voisinage de 0 avec fp0q “ 0, on en
déduit que 1{g est elle aussi DSE au voisinage de 0. �

7. Développements des “fonctions usuelles”

7.1. Ceux qu’il faut absolument connaitre par coeur. Les 3 DSE suivants
sont à connaitre impérativement par coeur :

1

1´ z
“

8
ÿ

k“0

zk et
1

1` z
“

8
ÿ

k“0

p´1qkzk pour |z| ă 1;

ez “
8
ÿ

k“0

zk

k!
pour tout z P C;

p1` xqα “
8
ÿ

k“0

ˆ

α

k

˙

xk pour x P s ´ 1, 1r.

7.2. Ceux qu’on doit savoir retrouver. À l’aide des trois DSE “de base”, on
doit savoir retrouver très rapidement :

‚ le DSE de 1
a˘u pour |u| ă |a| (où a ‰ 0), en écrivant

1

a˘ u
“

1

1˘ pu{aq

et en utilisant le DSE de 1
1´z ;

‚ Les DSE de sinx et cosx sur R en utilisant ceux de eix et e´ix ;

‚ Les DSE de chx et shx sur R en utilisant ceux de ex et e´x.

‚ Les DSE de logp1´ xq et logp1` xq sur s ´ 1, 1r en écrivant

logp1´ xq “ ´

ż x

0

dt

1´ t
et logp1` xq “

ż x

0

dt

1` t

et en intégrant terme à terme le DSE de 1
1˘t ;

‚ Le DSE de arctanx sur s ´ 1, 1r en écrivant

arctanpxq “

ż x

0

dt

1` t2

et en intégrant terme à terme ;

‚ Le DSE de 1
p1´uqp sur s ´ 1, 1r, en dérivant p´ 1 fois 1

1´u ou bien en écrivant que
1

p1´uqp “ p1` p´uqq
´p et en utilisant le DSE de p1` xqα avec α “ ´p.
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8. Fonctions holomorphes

Définition 8.1. Soit Ω un ouvert de C, et soit f : Ω Ñ C.

(1) Étant donné z P Ω, on dit que f est C-dérivable en z si fpz`hq´fpzq
h admet

une limite dans C quand hÑ 0. Dans ce cas, on pose

f 1pzq “ lim
hÑ0

fpz ` hq ´ fpzq

h
¨

(2) On dit que f est holomorphe sur Ω si elle est C-dérivable en tout point
z P Ω, et si de plus la fonction f 1 : Ω Ñ C est continue sur Ω.

Exemple 1. Pour tout n P N, la fonction pnpzq :“ zn est C-dérivable sur C avec
p10pzq ” 0 et p1n “ nzn´1 si n ě 1.

Démonstration. Le résultat est évident pour n “ 0 ou n “ 1 ; donc on suppose que
n ě 2. Soit z P C fixé. D’après la formule du binôme, on a

pnpz ` hq “
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

zn´khk “ zn ` nzn´1h`
n
ÿ

k“2

ˆ

n

k

˙

zn´khk.

Donc
pnpz ` hq ´ pnpzq

h
“ nzn´1 `

n
ÿ

k“2

ˆ

n

k

˙

zn´khk´1 hÑ0
ÝÝÝÑ nzn´1.

�

Exemple 2. La fonction fpzq “ ez est C-dérivable sur C, avec pezq1 “ ez.

Démonstration. Pour z P C et h ‰ 0, on a

ez`h ´ ez

h
“ ez

eh ´ 1

h
,

De plus,

eh ´ 1

h
“

1

h

˜

8
ÿ

k“0

hk

k!
´ 1

¸

“

8
ÿ

k“1

hk´1

k!
.

Donc eh´1
h Ñ 1

1! “ 1 quand hÑ 0, et donc ez`h´ez

h Ñ ez. �

Exemple 3. La fonction fpzq “ z̄ n’est C-dérivable en aucun point.

Démonstration. Exo. (Suggestion : z P C étant fixé, considérer h “ ε et h “ iε avec

ε ą 0 tendant vers 0.) �

Remarque 8.2. La dérivation “au sens complexe” possède les mêmes propriétés
formelles que la dérivation des fonctions d’une variable réelle (somme, produit, com-
position).

Démonstration. Exo. (Les preuves sont exactement les mêmes que pour les fonctions

d’une variable réelle.) �

Proposition 8.3. Soit R ą 0. Si f : Dp0, Rq Ñ C est une fonction DSE sur
Dp0, Rq, alors f est infiniment C-dérivable sur Dp0, Rq, et donc en particulier holo-
morphe sur Dp0, Rq.
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Démonstration. Écrivons fpzq “
8
ř

n“0
cnz

n. Il suffit de montrer que f est C-dérivable

en tout point, avec

f 1pzq “
8
ÿ

n“1

ncnz
n´1.

En effet, une fois ceci acquis on pourra montrer par récurrence que f est p fois C-
dérivable sur Dp0, Rq pour tout p P N˚, avec la formule qu’on imagine pour f ppqpzq.

On fixe z P Dp0, Rq, et r tel que |z| ă r ă R. On pose aussi δ :“ r ´ |z|.

Si h P Dp0, δq (et h ‰ 0), alors z ` h P Dp0, rq Ď Dp0, Rq et

fpz ` hq ´ fpzq

h
“

8
ÿ

n“0

cn
pz ` hqn ´ zn

h
:“

8
ÿ

n“1

unphq.

Quand h Ñ 0, on sait par l’Exemple 1 ci-dessus que apn, hq Ñ ncnz
n´1 quand

hÑ 0 pour tout n ě 1. Donc on a envie de dire que fpz`hq´fpzq
h Ñ

8
ř

n“1
ncnz

n´1 quand

hÑ 0 ; autrement dit, en posant unp0q :“ cnz
n´1, on voudrait écrire que

lim
hÑ0

8
ÿ

n“1

unphq “
8
ÿ

n“1

unp0q.

Ceci sera légitime si on arrive à montrer que la série
ř

un converge normalement sur
le disque Dp0, δq. En effet, comme les fonctions un sont continues sur le disque Dp0, δq,
on en déduira que la fonction

ř8
n“1 un est continue sur Dp0, δq, donc en particulier

continue en 0 ; ce qui est exactement la conclusion souhaitée.
Il s’agit donc d’obtenir une majoration de la forme

|unphq| ď αn pour tout h P Dp0, δq,

où αn ne dépend pas de h et
8
ř

n“1
αn ă 8.

Par le formule du binôme, on a pz` hqn “
n
ř

k“0

`

n
k

˘

zkhn´k. En retranchant zn et en

divisant par h, on en déduit que pour h ‰ 0 :

unphq “
n´1
ÿ

k“0

cn

ˆ

n

k

˙

zkhn´1´k;

et on vérifie que cette formule est valable également pour h “ 0.
Par conséquent, on a pour tout h P Dp0, δq :

|unphq| ď
n´1
ÿ

k“0

|cn|

ˆ

n

k

˙

|z|k|h|n´1´k

ď

n´1
ÿ

k“0

|cn|

ˆ

n

k

˙

|z|kδn´1´k

“ |cn|

`

|z| ` δ
˘n
´ δn

δ

ď |cn|
rn

δ
:“ αn.
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La série
ř

|cn| r
n est convergente car r ă R ; donc la série

ř

αn est convergente, ce qui
termine la preuve. �

Il est tout à fait remarquable que la réciproque de la Proposition 8.3 soit vraie :

Théorème 8.4. Si f est une fonction holomorphe dans un disque Dp0, Rq, alors
f est DSE dans Dp0, Rq.

Démonstration. Tout repose sur le fait suivant.

Fait. Soit r P Dp0, Rq. Pour tout r vérifiant |z| ă r ă R, on a la formule suivante,
qu’on appelle la formule de Cauchy :

fpzq “
1

2iπ

ż 2π

0

fpreitq

reit ´ z
ireitdt.

Preuve du Fait. On introduit la fonction ϕ : r0, 1s Ñ C définie par

ϕpλq “

ż 2π

0

f
`

p1´ λqz ` λreit
˘

reit ´ z
ireitdt.

Si on note F pλ, tq l’expression apparaissant dans l’intégrale, alors la fonction F est
continue sur r0, 1sˆr0, 2πs car p1´λqz`λreit P rz, reits Ď Dp0, rq Ď Dp0, Rq pour tout
pλ, tq P r0, 1s ˆ r0, 2πs et f est continue sur Dp0, Rq. Donc la fonction ϕ est continue
sur r0, 1s, d’après le théorème de continuité pour les intégrales à paramètres.

De plus, F pλ, tq admet une dérivée partielle par rapport à λ donnée par

BF

Bλ
pλ, tq “

p´z ` reitqf 1
`

p1´ λqz ` λreit
˘

reit ´ z
ireit “ f 1

`

p1´ λqz ` λreit
˘

ireit.

La fonction BF
Bλ pλ, tq est continue sur r0, 1s ˆ r0, 2πs car f 1 est supposée continue sur

Dp0, Rq. D’après le théorème de dérivabilité pour les intégrales à paramètres, la fonction
ϕ est donc de classe C1 sur r0, 1s, avec

ϕ1pλq “

ż 2π

0
f 1
`

p1´ λqz ` λreit
˘

ireitdt.

Mais si λ ą 0, alors

f 1
`

p1´ λqz ` λreit
˘

ireit “
1

λ

d

dt

´

f
`

p1´ λqz ` λreit
˘

¯

.

Donc

ϕ1pλq “
1

λ

ż 2π

0

d

dt

´

f
`

p1´ λqz ` λreit
˘

¯

dt

“

”

f
`

p1´ λqz ` λreit
˘

ıt“2π

t“0

“ 0 p!q

On en déduit que ϕ est constante sur s0, 1s, donc sur r0, 1s par continuité. En particulier,

ϕp1q “ ϕp0q;

autrement dit
ż 2π

0

fpreitq

reit ´ z
ireitdt “

ż 2π

0

fpzq

reit ´ z
ireitdt “ fpzq

ż 2π

0

ireit

reit ´ z
dt.

Il suffit donc maintenant de vérifier que l’intégrale
ş2π
0

ireit

reit´z
dt vaut 2iπ.
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Comme |z| ă r, on peut écrire

ireit

reit ´ z
“ i

1

1´ ze´it

r

“ i
8
ÿ

k“0

ˆ

ze´it

r

˙k

,

où la série converge normalement sur r0, 2πs puisque |ze´it{r| “ |z|{r ă 1. Par conver-
gence normale, on peut intégrer terme à terme, ce qui donne

ż 2π

0

ireit

reit ´ z
dt “ i

8
ÿ

k“0

zk

rk

ż 2π

0
e´iktdt.

Mais toutes les intégrales
ş2π
0 e´iktdt sont nulles, sauf celle pour k “ 0 qui vaut 2π

(exo) ; donc on obtient ce qu’on veut. �

Pour montrer que f est développable en série entière dans le disque Dp0, Rq, il
suffit de montrer qu’elle est DSE dans tout disque Dp0, rq avec r ă R. En effet, on
pourra alors écrire

@r ă R @z P Dp0, rq : fpzq “
8
ÿ

n“0

ck,rz
n,

où les coefficients ck,r dépendent a priori de r. Mais par unicité d’un DSE, on voit
que les ck,r ne dépendent en fait pas de r (micro-exo). On peut donc les appeler ck ; et
comme la formule précédente est valable pour tout r ă R, on en déduit que f est DSE
dans tout le disque Dp0, Rq.

Fixons r ă R, et soit z P Dp0, rq. Par la formule de Cauchy, on a

fpzq “
1

2iπ

ż 2π

0

fpreitq

reit ´ z
ireitdt

“
1

2π

ż 2π

0

dt

1´ ze´it

r

¨

Comme |ze´it{r| “ |z{r| ă 1, on peut ensuite écrire

1

1´ ze´it

r

“

8
ÿ

k“0

ˆ

ze´it

r

˙k

,

où la série converge normalement sur r0, 2πs ; et on en déduit comme plus haut

fpzq “
8
ÿ

k“0

´ 1

2πrk

ż 2π

0
fpreitqe´iktdt

¯

zk “
8
ÿ

k“0

ck,rz
k.

Ceci étant vrai pour tout z P Dp0, rq (avec des ck,r indépendants de z), on a donc bien
montré que f est DSE dans le disque Dp0, rq. �

Remarque. En fait, le théorème reste vrai si on suppose seulement que f est C-
dérivable en tout point (sans rajouter l’hypothèse que f 1 est continue) ; mais la preuve
est plus délicate.

Corollaire 8.5. Une fonction f : Dp0, Rq Ñ C est DSE sur Dp0, Rq si et seule-
ment si elle est holomorphe sur Dp0, Rq

Démonstration. C’est la conjonction du théorème et de la proposition précédente.
�
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Corollaire 8.6. Toute fonction holomorphe sur un ouvert Ω Ď C est infiniment
C-dérivable sur Ω.

Démonstration. Soit z0 P Ω fixé, et choisissons r ą 0 tel que Dpz0, rq Ď Ω. Pour
u P Dp0, rq, on peut alors poser

rfpuq :“ fpz0 ` uq.

Comme f est holomorphe sur Dpz0, rq, la fonction rf est holomorphe sur Dp0, rq. Donc
rf est infiniment C-dérivable sur Dp0, rq par le théorème, et donc fpzq “ rfpz ´ z0q est
infiniment C-dérivable sur Dpz0, rq. En particulier, f est est infiniment C-dérivable en
tout point z0 P Ω. �

Corollaire 8.7. La fonction tangente est DSE sur s ´ π
2 ,

π
2 r.

Démonstration. Remarquons d’abord qu’on peut définir cos z et sin z pour tout
nombre complexe z en posant

cos z “
eiz ` e´iz

2
et sin z “

eiz ´ e´iz

2i
¨

Comme la fonction exponentielle est holomorphe sur C, les fonctions sin et cos le sont
également. De plus, on vérifie (exo) que les solutions complexes de l’équation cos z “ 0
sont les mêmes que les solutions réelles, i.e les nombres de la forme π

2 ` kπ où k P Z.

Donc tan z :“ sin z
cos z est bien défini pour tout z P Cz

`

π
2 `πZ

˘

. En particulier, la fonction
tan est bien défini sur le disque Dp0, π2 q, et holomorphe dans ce disque car sin et cos le
sont avec cos z ‰ 0 pour tout z P Dp0, π2 q. Par conséquent, tan est DSE sur Dp0, π2 q ;
et donc la fonction tangente est DSE sur l’intervalle s ´ π

2 ,
π
2 r, qui est l’intersection de

Dp0, π2 q avec R. �

Corollaire 8.8. (“Théorème fondamental de l’algèbre”)

Si P est un polynôme non constant à coefficients complexes, alors P possède au moins
une racine complexe.

Démonstration. Supposons que P ne possède aucune racine complexe. Alors fpzq “
1

P pzq est bien défini pour tout z P C, et la fonction f est holomorphe sur C, en tant

qu’inverse d’une fonction holomorphe ne s’annulant pas. Par conséquent, f est DSE
sur C. Ainsi, on peut écrire

1

P pzq
“

8
ÿ

k“0

akz
k,

pour une certaine suite de coefficients pakq.
Si r ą 0 est fixé, on a donc (pour tout t P R)

1

P preitq
“

8
ÿ

k“0

akr
keikt ,

où la série converge normalement sur R car |akr
keikt| “ |akr

k| et la série
ř

akr
k est

absolument convergente.
On en déduit (exo) que pour tout r ą 0 et pour tout n P N on a

ż 2π

0

e´int

P preitq
dt “

8
ÿ

k“0

akr
r

ż 2π

0
eipk´nqtdt “ 2πanr

n,

car dans la somme toutes les intégrales sont nulles sauf celle pour k “ n qui vaut 2π.
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Par conséquent,

(8.1) |an| ď
1

2πrn

ż 2π

0

dt

|P preitq|

pour tout n P N et pour tout r ą 0.
Mais comme P est un polynôme non constant, |P pzq| tend vers l’infini quand

|z| Ñ 8 (exo), et donc 1{P pzq Ñ 0. Donc 1
|P preitq|

Ñ 0 uniformément sur R quand

r Ñ8 ; et donc
ż 2π

0

dt

|P preitq|
Ñ 0 quand r Ñ8.

En faisant tendre r vers l’infini dans (8.1), on en déduit que an “ 0 pour tout
n P N. Donc

1

P pzq
“

8
ÿ

n“0

anz
n “ 0 pour tout z P C,

ce qui est évidemment absurde.
�





Chapitre 5

Séries de Fourier

1. Fonctions périodiques, coefficients de Fourier

1.1. Généralités.

Définition 1.1. Soit T ą 0. On dit qu’une fonction f : RÑ C est T -périodique
si

@x P R : fpx` T q “ fpxq.

Exemple 1.2. Les fonctions sinus et cosinus sont 2π-périodiques.

Exemple 1.3. La fonction “partie fractionnaire” est 1-périodique.

Exemple 1.4. Pour tout k P Z, la fonction ek définie par

ekptq :“ eikt

est 2π-périodique. Plus généralement, toute fonction P : RÑ C de la forme

P ptq “
ÿ

kPΛ

cke
ikt où Λ Ď Z est fini

est 2π-périodique. Une fonction de ce type s’appelle un polynôme trigonométrique.

Notations. Étant donné T ą 0, on note RT l’espace vectoriel constitué par toutes
les fonctions f : RÑ C qui sont T -périodiques et localement Riemann-intégrables,
i.e. intégrables au sens de Riemann sur tout intervalle fermé borné ra, bs Ď R. On note
également CT l’ensembles des fonctions f : RÑ C qui sont T -périodiques et continues
sur R. Par définition, CT est donc un sous-espace vectoriel de RT .

Remarque 1.5. Pour qu’une fonction T -périodique f : R Ñ C soit dans RT , il
suffit qu’elle soit intégrable au sens de Riemann sur un intervalle ra, bs de longueur T .

Démonstration. Exo. �

Remarque 1.6. L’espace RT est en fait une algèbre, c’est-à-dire un espace vec-
toriel stable par produit.

Démonstration. Il est évident que le produit de deux fonctions T -périodiques est
encore T -périodique ; et on sait que le produit de deux fonctions intégrables au sens
de Riemann est encore intégrable au sens de Riemann. �

Remarque 1.7. Toute fonction f P RT est bornée sur R.

Démonstration. Si f P RT , alors f est bornée sur r0, T s car Riemann-intégrable
sur r0, T s ; donc f est bornée sur R par T -périodicité. �

69
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Exercice 5.3. Toute fonction f P CT est uniformément continue sur R.

Lemme 1.8. Si f P RT alors, pour tous intervalles fermés bornés I, J Ď R de
longueur T , on a

ż

I
fptq dt “

ż

J
fptq dt.

Démonstration. Il suffit de montrer que
ş

I fptq dt “
şT
0 f pour tout intervalle I de

longueur T . On écrit I “ ra, a` T s. Par la relation de Chasles, on a
ż a`T

a
fptq dt “

ż 0

a
fptq dt`

ż T

0
fptq dt`

ż a`T

T
fptq dt

“

ż T

0
fptq dt`

ż a`T

T
f ´

ż a

0
f.

De plus, comme f est T -périodique, on a aussi
ż a`T

T
f “

ż a`T

T
fpxq dx “

ż a

0
fpt` T q dt “

ż a

0
fptq dt “

ż a

0
f ;

d’où le résultat. �

1.2. Un problème naturel. Soit f : R Ñ C une fonction 2π-périodique. Une
question naturelle est de savoir si on peut “reconstituer” f à partir des fonctions 2π-
périodiques élémentaires ekptq “ eikt.

Terminologie. Soit pfkqkPZ une suite de fonctions (définies sur R) indexée par
Z. On dira que la série

ř

fk converge en un point t P R si les sommes partielles
symétriques Snptq “

řn
k“´n fkptq admettent une limite quand n Ñ 8. On dit que

la série
ř

fk converge simplement sur R si elle converge en tout point t P R, et que la
série

ř

fk converge uniformément sur R si la suite pSnq converge uniformément sur R.

Exemple d’énoncé “plausible”. Si f : R Ñ C est une fonction 2π-périodique
“raisonnable”, alors on peut écrire

fptq “
8
ÿ

k“´8

cke
ikt “ lim

nÑ8

n
ÿ

k“´n

cke
ikt

où pckqkPZ est une suite de coefficients (indépendants de t) et la série
ř

cke
ikt converge

en un sens à préciser.

Lemme 1.9. Soit f : R Ñ C une fonction continue 2π-périodique. On suppose
qu’on peut écrire

fptq “
8
ÿ

k“´8

cke
ikt,

où la série
ř

cke
ikt converge uniformément sur R, ce qui signifie que les “sommes par-

tielles symétriques” Snptq :“
řn
k“´n cke

ikt convergent uniformément. Dans ces condi-
tions, les coefficients ck sont déterminés de manière unique : on a pour tout k P Z,

ck “
1

2π

ż π

´π
fptqe´iktdt.
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Démonstration. Comme fptq “
8
ř

l“´8

cle
ilt avec convergence uniforme de la série

sur r´π, πs, on peut écrire
ż π

´π
fptqe´ikt dt “

ż π

´π

´

8
ÿ

l“´8

cle
ilt
¯

eiktdt

“

8
ÿ

l“´8

cl

ż π

´π
eipl´kqtdt.

De plus, si m P Z, alors
ż π

´π
eimtdt “

#

2π si m “ 0,
”

1
m eimt

ıπ

´π
“ 0 si m ‰ 0.

Donc le seul terme non nul dans la somme précédente est celui où l “ k, qui vaut 2πck ;
et on obtient ainsi

ż π

´π
fptqe´iktdt “ 2π ck.

�

1.3. Coefficients de Fourier. On rappelle qu’on note R2π l’espace vectoriel
constitué par les fonctions f : RÑ C qui sont 2π-périodiques et localement Riemann-
intégrables. Le Lemme 1.9 “motive” la définition suivante.

Définition 1.10. Soit f P R2π. Pour k P Z, on pose

ckpfq :“

ż π

´π
fptqe´ikt

dt

2π
¨

On dit que les ck sont les coefficients de Fourier de f , et que la série
ř

kPZ cke
ikt

est la série de Fourier de f .

Remarque 1. Par périodicité, on a aussi ckpfq “
ş

I fptqe
´ikt dt

2π pour n’importe
quel intervalle I de longueur 2π. En particulier,

ckpfq “

ż 2π

0
fptqe´ikt

dt

2π
¨

Remarque 2. L’application qui à une fonction f associe la suite pckpfqqkPZ est
linéaire : on a ckpf ` gq “ ckpfq ` ckpgq et ckpλfq “ λckpfq pour toute constante λ.

Remarque 3. Si on pose }f}1 “

ż π

´π
|fptq|

dt

2π
, alors

|ckpfq| ď }f}1 ď }f}8 pour tout k P Z.

Démonstration. C’est évident. �

Notation. Si f P R2π, on pose pour tout n P N :

Snfptq “
n
ÿ

k“´n

ckpfq e
ikt.

Autrement dit,

Snf “
n
ÿ

k“´n

ckpfq ek.
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La question qui va nous occuper. A quelle(s) condition(s) peut-on dire que
Snf “tend vers f”, en un (ou plusieurs) sens à préciser ?

1.4. Fourier et convolution.

Définition 1.11. Soient f, g P R2π. Pour x P R, on pose

f ˚ gpxq “

ż π

´π
fptqgpx´ tq

dt

2π
¨

On dit que la fonction f ˚ g est la convolée de f et g.

Remarque 1. f ˚ g est 2π-périodique, et elle est continue si f et g sont continues.

Démonstration. Exo utilisant le théorème de continuité pour les intégrales à pa-
ramètre. �

Remarque 2. On a f ˚ g “ g ˚ f .

Démonstration. En effectuant le changement de variable u “ x ´ t et en utilisant
la périodicité, on voit que

f ˚ gpxq “

ż π

´π
fptqgpx´ tq

dt

2π
“

ż ´t`2π

´t
fpx´ uqgpuq

du

2π

“

ż π

´π
gpuqfpx´ uq

du

2π
“ g ˚ fpxq.

�

Remarque 3. L’application pf, gq ÞÑ f ˚ g est bilinéaire.

Démonstration. C’est évident par linéarité de l’intégrale. �

Le lemme suivant est “évident”, mais on verra qu’il est aussi très important.

Lemme 1.12. Si f P R2π, alors f ˚ ek “ ckpfqek pour tout k P Z.

Démonstration. C’est clair par définition :

f ˚ ekpxq “

ż π

´π
fptqeikpx´tq

dt

2π
“ eikx

ż π

´π
fptqe´ikt

dt

2π
“ ckpfqekpxq.

�

Le lemme suivant ne nous servira en fait à rien ; mais il est tout de même important
de connaitre ce résultat (“la transformation de Fourier change le produit de convolution
en produit ordinaire”).

Lemme 1.13. On a ckpf ˚ gq “ ckpfqckpgq pour tout k P Z.
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Preuve formelle. En admettant qu’on peut permuter les intégrales,

ckpf ˚ gq “

ż π

´π
f ˚ gpxq e´ikx

dx

2π

“

ż π

´π

ˆ
ż π

´π
fptqgpx´ tq

dt

2π

˙

e´ikx
dx

2π

“

ż π

´π
fptqe´ikt

ˆ
ż π

´π
gpx´ tqe´ikpx´tq

dx

2π

˙

dt

2π

“

ż π

´π
fptqe´ikt

ˆ
ż ´t`2π

´t
gpuqe´iku

du

2π

˙

dt

2π

“ ckpgq

ż π

´π
fptqe´ikt

dt

2π
“ ckpgqckpfq.

�

1.5. Le “Lemme de Riemann-Lebesgue”.

Proposition 1.14. Pour toute fonction f P R2π, on a lim
kÑ˘8

ckpfq “ 0.

Démonstration. On démontrera un résultat plus fort un peu plus loin ; mais on
peut quand même donner une preuve direct de Riemann-Lebesgue dès maintenant. En
considérant séparément Repfq et Impfq, on se ramène au cas où f est à valeurs réelles.

Cas 1. On suppose que la fonction f est en escalier sur r´π, πs.

Soit ps0, . . . , sN q une subdivision de r´π, πs adaptée à f , et notons αj la valeur
constante de f sur ssj , sj`1r, j “ 0, . . . , N ´ 1. Pour tout k ‰ 0, on a

2π ckpfq “
N´1
ÿ

j“0

ż sj`1

sj

fptqe´iktdt

“

N´1
ÿ

j“0

αj

ż sj`1

sj

e´iktdt

“

N´1
ÿ

j“0

αj ˆ
´1

ik

`

e´iksj`1 ´ e´iksj
˘

.

Comme |e´iksj`1 ´ e´iksj | ď 2, on en déduit

2π |ckpfq ď
C

|k|
pour tout k ‰ 0, où C “ 2

N´1
ÿ

j“0

|αj |;

ce qui prouve le résultat dans ce cas.

Cas général. On suppose que f P R2π est quelconque (à valeurs réelles).

Fait. Pour tout ε ą 0, on peut trouver une fonction ϕ P R2π en escalier sur r´π, πs
telle que }ϕ´ f}1 ď ε.

Preuve du Fait. Comme f est intégrable au sens de Riemann sur r´π, πs, on peut
trouver deux fonctions ϕ et ψ en escalier sur r´π, πs telles que

ϕ ď f ď ψ et

ż π

´π
pψ ´ ϕq ď ε.
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De plus, quitte à redéfinir ϕp´πq et ϕpπq, on peut supposer que ϕp´πq “ fp´πq
et ϕpπq “ fpπq, et donc ϕp´πq “ ϕpπq. On peut ainsi prolonger ϕ en une fonction
2π-périodique, encore notée ϕ. Alors ϕ convient, puisque

}ϕ´ f}1 “

ż π

´π
|ϕ´ f |

dt

2π
ď

1

2π

ż π

´π
pψ ´ ϕq ď ε.

�

On peut maintenant finir la preuve. Soit ε ą 0 quelconque, et soit ϕ P R2π une
fonction en escalier sur r´π, πs telle que }ϕ ´ f}1 ď ε. Par linéarité, on a pour tout
k P Z :

|ckpfq| “ |ckpf ´ ϕq ` ckpϕq| ď |ckpf ´ ϕq| ` |ckpϕq|,

et donc

|ckpfq| ď }f ´ ϕ}1 ` |ckpϕq| ď ε` |ckpϕq|.

Comme ckpϕq Ñ 0 quand k Ñ ˘8, on peut ensuite trouver un entier K tel que
|ckpϕq| ď ε pour tout k vérifiant |k| ě K. On a ainsi

|ckpfq| ď 2ε pour |k| ě K;

ce qui termine la démonstration. �

Remarque. La preuve a en fait établi le résultat plus général suivant : Si f est
une fonction intégrable au sens de Riemann sur un intervalle ra, bs Ď R, alors

ż b

a
fptqeiλtdtÑ 0 quand λÑ ˘8.

2. Densité des polynômes trigonométriques

2.1. Le résultat de base. Au Chapitre 1, on a démontré le Théorème de Weiers-
trass, d’après lequel les fonctions polynomiales sont denses dans Cpra, bsq pour tout
intervalle compact ra, bs Ď R (Théorème 6.1). L’analogue “périodique” est le théorème
suivant, qui porte parfois le nom de Théorème de Weierstrass trigonométrique.
On rappelle qu’on note C2π l’espace vectoriel constitué par les fonctions f : RÑ C qui
sont 2π-périodiques et continues sur R.

Théorème 2.1. Les polynômes trigonométriques sont denses dans C2π pour la
norme } ¨ }8. Autrement dit : si f P C2π alors on peut trouver une suite de polynômes
trigonométriques pPnq telle que Pn Ñ f uniformément sur R.

La preuve de ce théorème repose sur deux lemmes et une remarque.

Lemme 2.2. Il existe une suite de polynômes trigonométriques pQnqnPN possédant
les propriétés suivantes :

(i)
şπ
´π Qnptq

dt
2π “ 1, et Qn ě 0 pour tout n P N ;

(ii) pour tout δ vérifiant 0 ă δ ă π, on a

lim
nÑ8

ż π

δ
Qnptq

dt

2π
“ 0 “ lim

nÑ8

ż ´δ

´π
Qnptq

dt

2π
¨
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Démonstration. Pour n P N, soit Qn : RÑ R définie par

Qnptq :“
1

αn
p1` cos tqn , où αn :“

ż π

´π
p1` cos tqn

dt

2π
¨

Les Qn sont des polynômes trigonométriques car la fonction cos en est un, et il est
évident que Qn vérifie (i) pour tout n P N. Il suffit donc de montrer que la suite pQnq
vérifie (ii) ; et comme de plus les fonctions Qn sont visiblement paires, on peut se
contenter de montrer que

şπ
δ Qnptq

dt
2π Ñ 0 quand nÑ8.

Comme la fonction t ÞÑ 1 ` cos est décroissante et positive sur r0, πs, on a d’une
part

αn ě

ż δ{2

0
p1` cos tqn

dt

2π
ě p1` cospδ{2qqn ˆ

δ

4π
;

et d’autre part

0 ď

ż π

δ
p1` cos tqn

dt

2π
ď p1` cospδqqn ˆ

π ´ δ

2π
¨

Donc

0 ď

ż π

δ
Qnptq

dt

2π
“

1

αn

ż π

δ
p1` cos tqn

dt

2π
ď

2pπ ´ δq

δ

ˆ

1` cospδq

1` cospδ{2q

˙n

.

Si on pose C :“ 2pπ´δq
δ et ρ :“ 1`cospδq

1`cospδ{2q (qui sont des constantes indépendantes de n)

on a ainsi

0 ď

ż π

δ
Qnptq

dt

2π
ď C ρn avec ρ ă 1;

et donc
şπ
δ Qnptq

dt
2π Ñ 0 quand nÑ8. �

Définition 2.3. On dira qu’un suite pQnqnPN Ď R2π est une suite de Dirac si
elle vérifie les propriétés (i) et (ii) du Lemme 2.2.

Lemme 2.4. Soit f P C2π. Si pQnqnPN Ď R2π est une suite de Dirac, et si on pose
Pn :“ f ˚Qn, alors Pn Ñ f uniformément sur R.

Démonstration. Comme la fonction f est continue et périodique, elle est uni-
formément continue sur R (Exercice 5.3). En utilisant ce fait et les propriétés de
la suite pQnq, on montre que la suite pPnq converge vers f uniformément sur R en
procédant exactement comme dans la preuve du Théorème de Weierstrass faite au
Chapitre 1. Écrire les détails est un excellent exo. �

Remarque 2.5. Si f P R2π et si Q est un polynôme trigonométrique, alors f ˚Q
est un polynôme trigonométrique.

Démonstration. D’après le Lemme 1.12, on a f ˚ ek “ ckpfqek pour tout k P Z.
Donc, si on écrit Q “

ř

kPΛ akek, alors f ˚Q “
ř

kPΛ ckpfqakek par linéarité ; et donc
Pn “ f ˚Q est bien un polynôme trigonométrique. �

Preuve du Théorème 2.1. Le résultat est maintenant évident : si f P C2π et si
on pose Pn :“ f ˚ Qn, où pQnq est une suite de Dirac constituée de polynômes
trigonométriques donnée par le Lemme 2.2, alors les Pn sont des polynômes trigo-
nométriques par la remarque 2.5, et Pn Ñ f uniformément sur R par le Lemme 2.4. �
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2.2. Une illustration. Voici une application non-triviale de la densité des po-
lynômes trigonométriques dans C2π. Il s’agit d’un cas très particulier d’un résultat
qu’on appelle le Théorème ergodique. Soit

T :“ tz P C; |z| “ 1u.

Proposition 2.6. Soit α P R tel que α
2π R Q. Si f : T Ñ C est une fonction

continue, alors, pour tout tout ξ P T :

1

N

N´1
ÿ

n“0

f
`

einαξ
˘

Ñ
1

2π

ż 2π

0
fpeitq dt quand N Ñ8.

Démonstration. Dans la suite on posera ω :“ eiα. Comme α{2π R Q , on a kα R 2πZ
pour tout k P Zzt0u, et donc

ωk ‰ 1 pour tout k P Zzt0u.
Il s’agit de montrer

1

N

N´1
ÿ

n“0

f
`

ωnξ
˘ NÑ8
ÝÝÝÝÑ

1

2π

ż 2π

0
fpeitq dt

pour toute fonction continue f : T Ñ C et pour tout ξ P T. Dans la suite, on fixe le
point ξ P T.

Cas 1. f est de la forme fpzq “ zk, où k P Z.

Si k “ 0, alors fpzq ” 1, donc 1
N

řN´1
n“0 f

`

ωnξq “ 1 “ 1
2π

ş2π
0 fpeitq dt pour tout N et le

résultat est évident.

Si k ‰ 0, alors ωk ‰ 1, et donc on peut écrire

N´1
ÿ

n“0

f
`

ωnξ
˘

“ ξ
N´1
ÿ

n“0

ωkn “ ξ
N´1
ÿ

n“0

pωkqn “ ξ
1´ ωkN

1´ ωk
¨

On a donc

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N´1
ř

n“0
f
`

ωnξ
˘

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2
|1´ωk|

pour tout N ě 1, et donc

1

N

N´1
ÿ

n“0

f
`

ωnξ
˘ NÑ8
ÝÝÝÝÑ 0 “

1

2π

ż 2π

0
eiktdt “

1

2π

ż 2π

0
fpeitq dt.

Cas 2. Cas général.

Soit CpTq l’ensemble de toutes les fonctions continues f : TÑ C. Pour N P N˚, on
note LN : CpTq Ñ C la forme linéaire définie par

LN pfq :“
1

N

N´1
ÿ

n“0

f
`

ωnξ
˘

´
1

2π

ż 2π

0
fpeitq dt.

Il s’agit de prouver que

LN pfq
NÑ8
ÝÝÝÝÑ 0 pour toute f P CpTq.

Dans ce qui suit, pour k P Z on notera ek : TÑ C la fonction définie ekpzq :“ zk,
et on notera P le sous-espace vectoriel de CpTq engendré par les ek. Les éléments de P
sont donc les fonctions p : TÑ C de la forme

ppzq “
ÿ

kPΛ

ckz
k,
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où les ck sont des constantes et Λ Ď Z est fini.

Fait 1. P est dense dans CpTq pour la norme } ¨ }8.

Preuve du Fait 1. Soit f : TÑ C une fonction continue quelconque, et soit ε ą 0.
La fonction F : RÑ C définie par

F ptq :“ fpeitq

est continue et 2π-périodique, i.e. f P C2π. Par le Théorème 2.1, on peut donc trouver
un polynôme trigonométrique P ptq “

ř

kPΛ

cke
ikt tel que

@t P R : |P ptq ´ F ptq| ď ε.

Si on définit p : TÑ C par

ppzq “
ÿ

kPΛ

ckz
k,

alors p P P et P ptq “ ppeitq pour tout t P R. Comme tout nombre z P T est de la forme
eit, on voit ainsi que

@z P C : |ppzq ´ fpzq| ď ε;

autrement dit }p´ f}8 ď ε. �

Fait 2. LN ppq
NÑ8
ÝÝÝÝÑ 0 pour tout p P P.

Preuve du Fait 2. Le Cas 1 dit exactement que LN pekq Ñ 0 pour tout k P Z. Donc
le résultat est clair par linéarité. �

Fait 3. On a |LN pfq| ď 2}f}8 pour toute f P CpTq et pour tout N P N.

Preuve du Fait 3. Exo. �

On peut maintenant terminer la preuve. Soit f P CpTq quelconque, et soit ε ą 0.
Comme P est dense dans CpTq, on peut trouver p P P tel que }p ´ f}8 ď ε{3 ; et
comme LN ppq Ñ 0 quand N Ñ 8, on peut ensuite trouver N0 tel que @N ě N0 :
|LN ppq| ď ε{3. Pour tout N ě N0, on a alors

|LN pfq| “ |LN pf ´ pq ` LN ppq|

ď |LN pf ´ pq| ` |LN ppq| ď 2 }f ´ p}8 ` |LN ppq| ď 3ε{3 “ ε;

ce qui prouve que LN pfq Ñ 0 quand N Ñ8. �

2.3. Le “Théorème de Fejér”. Le résultat suivant est une version plus précise
du Théorème 2.1.

Théorème 2.7. (Théorème de Fejér)

Si f P C2π, alors la série de Fourier de f converge vers f uniformément au sens de
Cesàro. Autrement dit, si on pose pour N P N :

σNfptq :“
1

N ` 1

N
ÿ

n“0

Snfptq,

alors σNfptq Ñ fptq uniformément sur R quand N Ñ8.

Le preuve du Théorème de Fejér est, dans les grandes lignes, la même que celle du
Théorème 2.1. Elle demande juste un peu plus de calculs.

Lemme 2.8. Soit f P R2π.
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(1) Pour tout n P N, on a

Snf “ f ˚Dn où Dn :“
n
ÿ

k“´n

ek.

(2) Pour tout N P N, on a

σNf “ f ˚KN où KN :“
1

N ` 1

N
ÿ

n“0

Dn.

Démonstration. (1) Par linéarité,

Snf “
n
ÿ

k“´n

ckpfq ek “
n
ÿ

k“´n

f ˚ ek “ f ˚
´

n
ÿ

k“n

ek

¯

.

Même preuve pour (2), en utilisant (1). �

Définition 2.9. La fonction Dn s’appelle le noyau de Dirichlet d’ordre n, et la
fonction KN s’appelle le noyau de Fejér d’ordre N .

Lemme 2.10. Pour tout n P N, on a

Dnptq “
sin

`

p2n` 1q t2
˘

sin
`

t
2

˘ ;

et pour tout N P N, on a

KN ptq “
1

N ` 1

sin2
`

pN ` 1q t2
˘

sin2
`

t
2

˘ ¨

Remarque. Pour t P 2πZ les formules doivent être comprises comme on le pense :
Dnptq “ 2n` 1 et KN ptq “ N ` 1.

Preuve du lemme. Tout repose sur le Fait suivant.

Fait. Si t P Rz2πZ et M P N, alors

M
ÿ

m“0

eimt “ eiM
t
2

sin
`

pM ` 1q t2
˘

sin
`

t
2

˘ ¨

Preuve du Fait. Comme t R 2πZ, on a eit ‰ 1, donc on peut écrire

M
ÿ

m“0

eimt “
1´ eipM`1qt

1´ eit
¨

Puis on “traffique” 1´eipM`1qt

1´eit
pour faire apparaitre les sinus :

1´ eipM`1qt

1´ eit
“
eipM`1q t

2

ei
t
2

ˆ
e´ipM`1q t

2 ´ eipM`1q t
2

e´i
t
2 ´ ei

t
2

“ eiM
t
2 ˆ

´2i sin
`

pM ` 1q t2
˘

´2i sin
`

t
2

˘ ;

d’où le résultat. �
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En appliquant le Fait avec M :“ 2n, on trouve (pour t R 2πZ)

Dnptq “
n
ÿ

k“´n

eikt “ e´int
2n
ÿ

m“0

eimt “ e´int ˆ eint
sin

`

p2n` 1q t2
˘

sin
`

t
2

˘ ,

ce qui est la formule souhaitée pour Dnptq.

Ensuite, on écrit

pN ` 1qKN ptq “
N
ÿ

n“0

sin
`

p2n` 1q t2
˘

sin
`

t
2

˘ “
1

sin
`

t
2

˘ Im

˜

N
ÿ

n“0

eip2n`1q t
2

¸

.

En appliquant le Fait avec M :“ N , on trouve

N
ÿ

n“0

eip2n`1q t
2 “ ei

t
2

N
ÿ

n“0

eint “ eipN`1q t
2

sin
`

pN ` 1q t2
˘

sin
`

t
2

˘ ¨

Donc

Im

˜

N
ÿ

n“0

eipn`
1
2
qt

¸

“
sin2

`

pN ` 1q t2
˘

sin
`

t
2

˘ ,

ce qui donne la formule pour KN ptq. �

Lemme 2.11. Les noyaux de Fejér KN possèdent les propriétés suivantes :

(i)
şπ
´πKN ptq

dt
2π “ 1 et KN ě 0 pour tout N P N ;

(ii) pour tout δ vérifiant 0 ă δ ă π, on a

lim
NÑ8

ż π

δ
KN ptqdt “ 0 “ lim

NÑ8

ż ´δ

´π
KN ptq dt.

Démonstration. (i) Par le Lemme 2.10, KN est bien une fonction positive. De
plus,

şπ
´πDnptq

dt
2π “

řn
k“´n

şπ
´π e

ikt dt
2π “ 1 pour tout n P N, et donc

şπ
´πKN ptq

dt
2π “

1
N`1

řN
n“0

şπ
´πDnptq

dt
2π “ 1.

(ii) Comme KN est une fonction paire (par définition, ou par le Lemme 2.10), il
suffit de considérer

şπ
δ KN ptq dt. Si δ ď t ď π, alors sin2pt{2q ě sin2pδ{2q. Donc, par le

Lemme 2.10,

0 ď

ż π

δ
KN ptq dt ď

1

N ` 1

ż π

δ

1

sin2pδ{2q
ď

Cδ
N ` 1

où Cδ “
π´δ

sin2pδ{2q
;

ce qui montre que
şπ
δ KN Ñ 0 quand N Ñ8. �

Preuve du Théorème de Fejér. Par le Lemme 2.11, la suite pKN qNě0 est une suite
de Dirac ; donc σNf “ KN ˚ f Ñ f uniformément par le Lemme 2.4. �

Corollaire 2.12. Les coefficients de Fourier déterminent la fonction si celle-ci
est continue : si f, g P C2π vérifient ckpfq “ ckpgq pour tout k P Z, alors f “ g.

Démonstration. Soit u :“ f ´ g. Par linéarité, on a ckpuq “ 0 pour tout k P Z,
et on veut montrer que u “ 0. Mais c’est évident par Fejér : comme ckpuq “ 0 pour
tout k, on a Snu “ 0 pour tout n, donc σNu “ 0 pour tout N , et donc u ” 0 puisque
σNuptq Ñ uptq pour tout t P R. �
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Corollaire 2.13. Soit f P C2π et soit t P R. Si Snfptq admet une limite quand
nÑ8, alors cette limite est nécessairement égale à fptq.

Démonstration. Notons L la limite de Snfptq. Par le théorème de Cesàro, σNfptq “
1

N`1

řN
n“0 Snfptq tend vers L quand N Ñ8 ; donc L “ fptq par Fejér. �

3. Théorie “L2”

3.1. Un “produit scalaire” sur R2π.

Notation 1. Pour f, g P R2π, on pose

xf, gy :“

ż π

´π
fptq gptq

dt

2π
¨

Fait 3.1. x ¨ , ¨ y est un semi-produit scalaire sur R2π, ce qui signifie que xf, gy

est linéaire par rapport à f , anti-linéaire par rapport à g, qu’on a xg, fy “ xf, gy, et
que xf, fy ě 0 pour toute f P R2π.

Démonstration. Exo. �

Remarque. x ¨ , ¨ y n’est pas un vrai produit scalaire car il est possible d’avoir xf, fy “
0 sans pour autant que f “ 0. Par exemple, la fonction f P R2π définie par fp2πnq “ 6
pour tout n P Z et fptq “ 0 pour t R 2πZ n’est pas identiquement nulle, mais xf, fy “ 0.

Notation 2. Pour f P R2π, on pose

}f}2 :“
a

xf, gy “

ˆ
ż π

´π
|fptq|2

dt

2π

˙1{2

.

Fait 3.2. } ¨ }2 est une semi-norme sur R2π, ce qui signifie qu’on a }f}2 ě 0,
}λf}2 “ |λ| }f}2 pour toute constante λ, et l’inégalité triangulaire }f`g}2 ď }f}2`}g}2.
De plus, on a l’inégalité de Cauchy-Schwarz

|xf, gy| ď }f}2 }g}2.

Démonstration. La preuve usuelle du fait que tout produit scalaire donne lieu à
une norme vérifiant à Cauchy-Schwarz fonctionne exactement de la même façon. �

Terminologie. Même si c’est seulement une semi-norme, on dit que } ¨ }2 est la
“norme L2” sur R2π.

Exercice 5.4. Si u : R Ñ C est une fonction continue 2π-périodique telle que
}u}2 “ 0, alors u “ 0.

Exercice 5.5. Soit pϕnq une suite déléments de R2π, et soient f, g P R2π. Montrer
que si pϕnq “converge en norme” L2 à la fois vers f et vers g, autrement dit si }ϕn ´
f}2 Ñ 0 et }ϕn ´ g}2 Ñ 0 quand nÑ8, alors }f ´ g}2 “ 0.

Remarque 1. Si on applique Cauchy-Schwarz avec |f | et |g| plutôt que f et g, on
obtient

ż π

´π
|fptqgptq|

dt

2π
ď }f}2 }g}2,

autrement dit
}fg}1 ď }f}2 }g}2.
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Remarque 2. On a }f}1 ď }f}2 ď }f}8 pour toute f P R2π.

Démonstration. L’inégalité }f}2 ď }f}8 est laissée en micro-exo. Pour l’inégalité
}f}1 ď }f}2, on aplique la remarque précédente avec g “ 1. �

Lemme 3.3. La famille pekqkPZ est orthonormale pour le semi-produit scalaire
x ¨ , ¨ y. Autrement dit :

}ek}2 “ 1 pour tout k et xek, ely “ 0 si k ‰ l.

Démonstration. On a }ek}
2
2 “

şπ
´π |e

ikt|2 dt2π “
şπ
´π

dt
2π “ 1 pour tout k P Z ; et

xek, ely “
şπ
´π e

ipk´lqt dt
2π “

“

1
2πipk´lqe

ipk´lqt
‰π

´π
“ 0 si k ‰ l par périodicité. �

Corollaire 3.4. Pour tout polynôme trigonométrique P ptq “
ř

kPΛ

cke
ikt, on a

}P }22 “
ÿ

kPΛ

|ck|
2.

Démonstration. Comme la famille pekq est orthogonale, }P }22 “ }
ř

kPΛ ckek}
2
2 “

ř

kPΛ }ckek}
2
2 par le Théorème de Pythagore ; d’où le résultat puisque }ek}2 “ 1 pour

tout k. �

3.2. Signification géométrique de la série de Fourier.

Fait 3.5. Si f P R2π, on a pour tout k P Z :

ckpfq “ xf, eky.

Démonstration. Par définition. �

Notation. Pour tout en tier n ě 0, on note Pn l’ensemble des polynômes trigo-
nométriques de degré ď n, i.e. les polynômes trigonométriques P de la forme

P ptq “
n
ÿ

k“´n

cke
ikt.

Autrement dit :

Pn “ Vect pe´n, . . . , e0, . . . enq “ Vect pekq
n
k“´n.

Lemme 3.6. Si f P R2π, alors, pour tout n P N, Snf est le projeté orthogonal
de f sur Pn. Autrement dit, on a

Snf P Pn et xf ´ Sn, Qy “ 0 pour tout Q P Pn.

Démonstration. Comme la famille pekq
n
k“´n est orthonormale et engendre Pn, c’est

une base orthonormée de Pn. De plus, on a par le Fait 3.5 :

Snf “
n
ÿ

k“´n

xf, eky ek;

donc on reconnait la formule “bien connue” pour le projeté orthogonal. �

Exercice. En toute rigueur, on devrait dire que Snf est un projeté orthogonal de
f sur Pn. Pourquoi ?

Corollaire 3.7. On a }f ´ Snf}2 ď }f ´ P }2 pour tout P P Pn.
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Démonstration. Par Pythagore,

}f ´ P }22 “ }pf ´ Snfq ` pSnf ´ P q}
2
2 “ }f ´ Snf}

2
2 ` }Snf ´ P }

2
2,

et donc en particulier }f ´ P }22 ě }Snf ´ P }
2
2. �

Terminologie. Si pαkqkPZ est une suite de nombres réels positifs indexée par Z,
on pose

8
ÿ

k“´8

αk :“ lim
nÑ8

n
ÿ

k“´n

αk;

limite qui existe dans r0,8s car la suite An :“
řn
k“´n αk est croissante. On dit que la

série
ř

kPZ
αk est convergente si on a

8
ř

k“´8

αk ă 8.

Exercice. Si la série
ř

kPZ
αk est convergente, alors αk Ñ 0 quand k Ñ ˘8.

Corollaire 3.8. Si f P R2π, alors la série
ř

kPZ
|ckpfq|

2 est convergente ; et de plus,

on a l’inégalité de Bessel
8
ÿ

k“´8

|ckpfq|
2 ď }f}22.

En particulier, ckpfq Ñ 0 quand k Ñ ˘8 (Riemann-Lebesgue).

Démonstration. Par Pythagore, on a pour tout n P N :

}f}22 “ }f ´ Snf}
2
2 ` }Snf}

2
2.

Donc
n
ÿ

k“´n

|ckpfq|
2 “ }Snf}

2 ď }f}22 pour tout n P N;

et donc
8
ř

k“´8

|ckpfq|
2 ď }f}22 ă 8. �

3.3. Le Théorème de Parseval.

Théorème 3.9. Si f P R2π, alors la série de Fourier de f “converge vers f en
norme L2” ; autrement dit

}Snf ´ f}2 Ñ 0 quand nÑ8.

Démonstration. Le point clé est le fait suivant.

Fait. Les polynômes trigonométriques sont denses dans R2π pour la norme L2.
Autrement dit : si f P R2π, alors, pour tout ε ą 0 donné, on peut trouver un polynôme
trigonométrique P tel que }f ´ P }2 ă ε.

Preuve du Fait. En considérant séparement partie réelle et partie imaginaire, on
se ramène au cas d’une fonction f P R2π à valeurs réelles. Dans la suite, on fixe ε ą 0.

Étape 1. On peut trouver une fonction ϕ P R2π en escalier sur r´π, πs telle que
}ϕ´ f}2 ă ε{3.
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Démonstration. Soit η ą 0. Comme f P R2π, on peut trouver deux fonctions ϕ
et ψ en escalier sur r´π, πs telles que ϕ ď f ď ψ et

şπ
´πpψ ´ ϕq ď η. De plus, on

peut supposer que ϕp´πq “ fp´πq et ϕpπq “ fpπq, donc ϕp´πq “ ϕpπq, ce qui
permet de prolonger ϕ en une fonction 2π-périodique. On peut également supposer
que }ϕ}8 ď }f}8. Alors

}ϕ´ f}22 “

ż π

´π
|ϕptq ´ fptq|2

dt

2π

ď
2}f}8

2π

ż π

´π
|fptq ´ ϕptq| dt

ď
}f}8
π

η car |f ´ ϕ| ď ψ ´ ϕ.

Donc }ϕ´ f}2 ď C
?
η où C “

a

}f}8{π ; et donc, en choisissant η assez petit :

}ϕ´ f}2 ă ε{3.

�

Étape 2. On peut trouver une fonction h continue et 2π-périodique (i.e. h P C2π)
telle que }h´ ϕ}2 ă ε{3.

Démonstration. Soit ps0, . . . , sN q une subdivision de r´π, πs adaptée à ϕ :

ϕptq ” αj sur ssj , sj`1r pour j “ 0, . . . , N ´ 1.

Soit également η ą 0 très petit, et soit hη : r´π, πs Ñ R la fonction continue définie
comme suit : hηptq :“ ϕptq sur rsj ` η, sj`1 ´ ηs pour j “ 0, . . . , N ´ 1 et pour t “ 0
et t “ 2π ; et hη est affine sur les intervalles restant (faire un dessin). Comme hη est
continue sur r´π, πs et hηp0q “ ϕp0q “ ϕp2πq “ hηp2πq, on peut prolonger h en une
fonction continue 2π-périodique, encore notée hη ; et on a }hη}8 ď }ϕ}8, quelle que
soit la valeur de η (exo). Comme hη “ ϕ sur chaque rsj ´ η, sj ` ηs, on a

2π }hη ´ ϕ}
2
2 “

ż sN

s0

|hη ´ ϕ|
2

“

N´1
ÿ

j“0

˜

ż sj`η

sj

`

ż sj`1

sj`1´η

¸

ď

N´1
ÿ

j“0

´

4}ϕ}28η ` 4}ϕ}28η
¯

“ Cη où C “ 8N}ϕ}28 ne dépend pas de η.

Donc, si on choisit η assez petit, on aura

}hη ´ ϕ}2 ă ε{3.

�

Étape 3. Conclusion.

Soient ϕ et h les fonctions données par les Faits 1 et 2. On a

}h´ f}2 ď }h´ ϕ}2 ` }ϕ´ f}2 ă ε{3` ε{3 “ 2ε{3.
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De plus, comme h P C2π, on peut appliquer le Théorème 2.1 pour trouver un polynôme
trigonométrique P tel que

}P ´ h}8 ă ε{3 , et donc }P ´ h}2 ă ε{3.

Alors

}P ´ f}2 ď }P ´ h}2 ` }h´ f}2 ă ε,

ce qui termine la démonstration du Fait. �

Il est maintenant facile de terminer la preuve du Théorème de Parseval. Soit f P
R2π, et soit ε ą 0 quelconque : on cherche N tel que }Snf ´ f}2 ă ε pour tout n ě N .
Par le Fait, on peut trouver un polynôme trigonométrique P tel que }f ´ P }2 ă ε.
Alors P P PN pour un certain entier N , et on a donc P P Pn pour tout n ě N . Comme
Snf est le projeté orthogonal de f sur Pn, on en déduit

}Snf ´ f}2 ď }P ´ f}2 ă ε pour tout n ě N.

�

Corollaire 3.10. Pour toute f P R2π, on a la formule de Parseval
8
ÿ

k“´8

|ckpfq|
2 “ }f}22 “

ż π

´π
|fptq|2

dt

2π
¨

Démonstration. Par l’inégalité triangulaire, }Snf}2 Ñ }f}2 quand n Ñ 8 (exo).
Donc

}f}22 “ lim
nÑ8

}Snf}
2
2 “ lim

nÑ8

n
ÿ

k“´n

|ckpfq|
2.

�

Corollaire 3.11. Les coefficients de Fourier “déterminent la fonction” au sens
suivant : si f, g P R2π vérifient ckpfq “ ckpgq pour tout k P Z, alors }f ´ g}2 “ 0 ; et
donc f “ g si f et g sont de plus continues.

Démonstration. La fonction u :“ f ´ g vérifie ckpuq “ 0 pour tout k P Z, donc
}u}2 “ 0 par la formule de Parseval. Si f et g sont de plus continues, alors u “ 0
d’après l’Exercice 5.4. �

Corollaire 3.12. Soit f : RÑ C une fonction continue 2π-périodique. Si la suite
pSnfq converge uniformément sur R, alors elle converge nécessairement vers f .

Démonstration. Supposons que la suite pSnfq converge uniformément vers une

fonction rf : R Ñ C. Alors Snf Ñ rf en norme L2 car } ¨ }2 ď } ¨ }8. Mais par le

Théorème de Parseval, on sait aussi que Snf Ñ f en norme L2. Donc }f ´ rf}2 “ 0

par l’Exercice 5.5 ; et donc rf “ f d’après l’Exercice 5.4 car la fonction u :“ rf ´ f est

continue (f est continue par hypothèse, et rf est continue par convergence uniforme de
la suite pSnfq).

On peut aussi raisonner comme suit : comme la série
ř

ckpfqe
ikt converge uni-

formément vers rf , on a ckp rfq “ ckpfq pour tout k P Z d’après le Lemme 1.9 ; donc
rf “ f car f et rf sont toutes les deux continues (Corollaire 2.12 ou Corollaire 3.11). �

Corollaire 3.13. On a
8
ÿ

k“1

1

k2
“
π2

6
¨
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Démonstration. Soit f : RÑ R la fonction 2π-périodique définie par

fptq “ t pour ´ π ď t ă π.

La fonction f est continue sur r´π, πr et bornée sur r´π, πs, donc elle est intégrable
au sens de Riemann sur r´π, πs ; et par conséquent f P R2π.

On a c0pfq “
şπ
´π t

dt
2π “ 0 car f est impaire sur s´π, πr. Pour k ‰ 0, une intégration

par parties donne

2πckpfq “

ż π

´π
te´ikt

dt

2π

“

”

tˆ
´1

ik
eikt

ıπ

´π
`

1

ik

ż π

´π
eiktdt

“ 2ˆ
p´1qk`1π

ik
;

donc ckpfq “
p´1qk`1

ik et |ckpfq|
2 “ 1

k2
pour tout k ‰ 0.

Par la formule de Parseval, on a donc
ÿ

kPZzt0u

1

k2
“

ż π

´π
|fptq|2

dt

2π
“

ż π

´π
t2
dt

2π
,

autrement dit

2
8
ÿ

k“1

1

k2
“

1

2π
ˆ

” t3

3

ıπ

´π
“

1

2π
ˆ 2

π3

3
“
π2

3
¨

�

4. Convergence normale

Rappel. Si pαkqkPZ est une suite de nombres réels positifs indexée par Z, on pose
8
ÿ

k“´8

αk “ lim
nÑ8

n
ÿ

k“´n

αk,

et on dit que la série
ř

αk est convergente si on a
8
ř

k“´8

αk ă 8.

Définition 4.1. Soit pfkqkPZ une suite de fonctions indexée par Z, avec fk : RÑ
C. On dit que la série

ř

fk converge normalement sur R s’il existe une suite de
réels positifs pαkqkPZ telle que

|fkptq| ď αk pour tout t P R et la série
ř

αk est convergente.

Remarque 1. Si la série
ř

fk converge normalement sur R, alors la suite des sommes

partielles symétriques Sn “
n
ř

k“´n

fk converge uniformément sur R.

Démonstration. On vérifie que pSnq satisfait au critère de Cauchy uniforme (exo).
�

Remarque 2. Une série de la forme
ř

cke
ikt converge normalement sur R si et

seulement si la série
ř

|ck| est convergente.

Démonstration. C’est évident. �
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Définition 4.2. Soit f : R Ñ C. On dit que f est de classe C1 par morceaux
sur un intervalle ra, bs Ď R s’il existe une subdivision ps0, . . . , sN q telle que f est de
classe C1 sur chaque intervalle ssj , sj`1r, 0 ď j ď N´1 et f 1 admet une limite à droite
en sj et une limite à gauche en sj`1. (Faire un dessin).

Remarque. La fonction f n’est pas forcément continue sur ra, bs. Mais si elle
l’est, et si ps0, . . . , sN q est comme dans la définition, alors f est de classe C1 sur chaque
intervalle fermé rsj , sj`1s.

Le résultat suivant s’appelle parfois le Théorème de Dirichlet. On pourrait aussi
l’appeler le “Théorème de convergence normale pour les séries de Fourier”.

Théorème 4.3. Soit f : RÑ C une fonction 2π-périodique. Si f est continue sur
R et de classe C1 par morceaux sur r´π, πs, alors la série de Fourier de f converge
normalement vers f . Autrement dit, on peut écrire

@t P R : fptq “
8
ÿ

k“´8

cke
ikt,

où la série converge normalement sur R.

Démonstration. Dans ce qui suit, on posera f 1ptq “ ¨ ¨ ¨ f 1ptq en tout point t où f
est dérivable, et f 1ptq “ 0 en tout point t où f n’est pas dérivable.

Fait 0. La fonction f 1 appartient à R2π.

Preuve du Fait 0. Comme f 1 est clairement 2π-périodique, il suffit de montrer
qu’elle est intégrable au sens de Riemann sur r´π, πs. Soit ps0, . . . , sN q une subdivision
de r´π, πs témoignant que f est C1 par morceaux sur r´π, πs. Alors f 1 est continue sur
chaque ssj , sj`1r, et admet une limite à droite en sj et une limite à gauche en sj`1 ;
donc f 1 est continue par morceaux sur r´π, πs, et donc intégrable au sens de Riemann
sur r´π, πs. �

Fait 1. Pour tout k P Z, on a ckpf
1q “ ikckpfq.

Preuve du Fait 1. Comme f est continue et C1 par morceaux, on peut trouver une
subdivision ps0, . . . , sN q de r´π, πs telle que f est de classe C1 sur chaque intervalle
rsj , sj`1s, 0 ď j ď N ´ 1. Alors

ckpf
1q “

1

2π

N´1
ÿ

j“0

ż sj`1

sj

f 1ptqe´iktdt.

De plus comme f est de classe C1 sur chaque rsj , sj`1s, on peut intégrer par parties :

ż sj`1

sj

f 1ptqe´iktdt “
”

fptqe´ikt
ısj`1

sj
`

ż sj`1

sj

fptq ˆ ike´iktdt.

On obtient donc

ckpf
1q “

1

2π

N´1
ÿ

j“0

”

fptqe´ikt
ısj`1

sj
`

1

2π

N´1
ÿ

j“0

ż sj`1

sj

fptq ˆ ike´iktdt

“
1

2π

”

fptqe´ikt
ıπ

´π
`

1

2π

ż π

´π
fptq ˆ ike´iktdt.
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De plus
“

fptqe´ikt
‰π

´π
“ 0 car fpπq “ fp´πq ; donc

ckpf
1q “ ik

ż π

´π
fptqe´ikt

dt

2π
“ ik ckpfq.

�

Remarque. Il est important de se souvenir que si f est une fonction 2π-périodique
de classe C1, alors on peut exprimer ckpfq en fonction de ckpf

1q pour k ‰ 0 en faisant
une intégration par parties.

Fait 2. La série
ř

ckpfqe
ikt converge normalement sur R.

Preuve du Fait 2. Par le Fait 1, on a ckpfq “
1
ik ckpf

1q pour tout k ‰ 0, donc

|ckpfq| “
1

|k|
|ckpf

1q|

ď
1

2

´ 1

k2
` |ckpf

1q|2
¯

(exoq.

Donc
8
ÿ

k“´8

|ck| ď |c0pfq|
2 `

1

2

ÿ

k‰0

1

k2
`

1

2

ÿ

k‰0

|ckpf
1q|2

ă 8 par l’inégalité de Bessel pour f 1.

�

Remarque. De cette preuve, il importe retenir la chose suivante : si pakq et pbkq
sont deux suites de nombres complexes telle que les séries

ř

|ak|
2 et

ř

|bk|
2 sont

convergentes, alors la série
ř

akbk est absolument convergente (en raison par exemple de

l’inégalité |akbk| ď
1
2 p|ak|

2 ` |bk|
2q). On peut écrire cela comme suit : “`2 ¨ `2 Ď `1”.

Fait 3. On a
8
ř

k“´8

ckpfqe
ikt “ fptq pour tout t P R.

Preuve du Fait 3. Posons rfptq :“
8
ř

k“´8

ckpfqe
ikt. Comme la convergence normale

entraine la convergence uniforme, la suite pSnfq tend vers rf uniformément sur R ; et

donc rf “ f d’après le Corollaire 3.12 puisque f est supposée continue. (Si on préfère,
on peut aussi appliquer le Corollaire 2.13.)

�

Par les Faits 2 et 3, la preuve du théorème est maintenant terminée. �

Illustration. Retour sur les fonctions holomorphes.

Soit R ą 0, et soit f : Dp0, Rq Ñ C une fonction holomorphe, i.e. f est C-dérivable en
tout point et f 1 est continue sur Dp0, Rq. On va utiliser le Théorème 4.3 pour montrer
que f est développable en série entière dans le disque Dp0, Rq.

Pour 0 ď r ă R, soit fr : RÑ C la fonction 2π-périodique définie par

frptq “ fpreitq.
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Comme f est holomorphe sur Dp0, Rq, toutes les fonctions fr sont de classe C1 sur R ;
donc on peut écrire pour tout t P R :

(˚) frptq “
8
ÿ

k“´8

ckpfrqe
ikt.

Pour k P Z et 0 ď r ă R, posons ϕkprq “ ckpfrq ; autrement dit,

ϕkprq “

ż π

´π
fpreitq e´ikt

dt

2π
¨

Comme f est holomorphe sur Dp0, Rq, on voit en utilisant le théorème de dérivabilité
des intégrales à paramètres que chaque fonction ϕk est de classe C1 sur r0, Rr , avec

ϕ1kprq “

ż π

´π
f 1preitqeit e´ikt

dt

2π
¨

Par ailleurs, si r ą 0 alors

f 1preitqeit “
1

ir

d

dt

”

fpreitq
ı

.

En intégrant par parties, on en déduit

ϕ1kprq “
” 1

2πir
fpreitqe´ikt

ıπ

´π
`
k

r

ż π

´π
fpreitq e´ikt

dt

2π
,

autrement dit

ϕ1kprq “
k

r
ϕkprq.

Il s’agit d’une très belle équation différentielle linéaire d’ordre 1 : on en déduit qu’il
existe une constante ck telle que

ϕkprq “ ckr
k pour 0 ă r ă R.

Comme ϕk est de plus continue en 0, cela force ck “ 0 pour k ă 0, puisque rk Ñ 8

quand r Ñ 0`. Ainsi, ϕkprq ” 0 si k ă 0. En résumé :

ckpfrq “ 0 si k ă 0 et ckprq “ ckr
r si k ě 0.

En revenant à p˚q, on voit donc que si z P Dp0, Rq et si on écrit z “ reit avec 0 ď r ă R,
alors

fpzq “ fpreitq “ frptq “
8
ÿ

k“0

ckr
r eikt “

8
ÿ

k“0

ckz
k.

Donc f est DSE dans le disque Dp0, Rq.

Remarque 4.4. Dans la preuve du Théorème 4.3, on a montré que si f : R Ñ C
est une fonction 2π-périodique de classe C1, alors ckpfq “

1
ik ckpf

1q pour tout k ‰ 0.

On en déduit que si f est de classe Cr, r ě 1, alors ckpfq “
1

pikqr ckpf
prqq. D’après le

Lemme de Riemann-Lebesgue, on en déduit le fait suivant : Si f : R Ñ C est une
fonction 2π-périodique de classe Cr, alors

|ckpfq| “ o

ˆ

1

|k|r

˙

quand |k| Ñ 8.

Illustration. Sommes de Riemann d’une fonction périodique de classe C8.
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Soit f : RÑ C est une fonction 2π-périodique de classe C8. Pour N P N˚, on pose

RN pfq :“
2π

N

N´1
ÿ

j“0

f

ˆ

j
2π

N

˙

.

On reconnait une somme de Riemann pour f associée à une subdivision de r0, 2πs de
“pas” 2π

N ” ; donc on peut dire d’emblée que

RN pfq Ñ

ż 2π

0
fptq dt quand N Ñ8.

On va en fait montrer que

(4.1) @α ą 0 :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

RN pfq ´

ż 2π

0
fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ o

ˆ

1

Nα

˙

quand N Ñ8.

Par le Théorème 4.3, on peut écrire

RN pfq “
2π

N

N´1
ÿ

j“0

8
ÿ

k“´8

ckpfq e
i 2πkj
N

“
2π

N

8
ÿ

k“´8

ckpfq
N´1
ÿ

j“0

`

ei
2kπ
N

˘j
.

De plus, comme ωk :“ ei
2kπ
N vérifie ωNk “ 1, on a pour tout k P Z (exo) :

N´1
ÿ

j“0

`

ei
2kπ
N

˘j
“

"

0 si k n’est pas multiple de N,
N si k est multiple de N.

Donc on obtient

RN pfq “ 2π
ÿ

kPNZ
ckpfq.

Comme de plus 2πc0pfq “
ş2π
0 fptq dt, cela peut encore s’écrire

RN pfq “

ż 2π

0
fptq dt`

8
ÿ

l“1

`

cNlpfq ` c´Nlpfq
˘

On a donc en particulier
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

RN pfq ´

ż 2π

0
fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

8
ÿ

l“1

`

|cNlpfq| ` |c´Nlpfq|
˘

.

Mais comme f est de classe C8, on sait par la Remarque 4.4 que |ckpfq| “ op1{|k|αq

pour tout α ą 0 quand |k| Ñ 8. De là, on déduit facilement (4.1). Écrire les détails
constitue un bon exo de compréhension.

5. Convergence ponctuelle

Définition 5.1. Soit f : R Ñ C, et soit x0 P R. On dit que la fonction f est
régulière au point x0 sir f admet une limite à gauche et une limite à droite en x0 ;r la fonction f` définie par f`pxq “ fpxq pour t ą x0 et f`px0q “ fpx`0 q est

dérivable à droite en x0,
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r la fonction f´ définie par f´pxq “ fpxq pour t ă x0 et f´px0q “ fpx´0 q est
dérivable à gauche en x0.

Exemple. Si f est de classe C1 par morceaux au voisinage de x0, i.e. C1 par
morceaux sur un intervalle ra, bs avec a ă x0 ă b, alors f est régulière au point x0.

Le résultat suivant est parfois appelé le Théorème de Jordan-Dirichlet. On
pourrait aussi l’appeler le “Théorème de convergence ponctuelle” (pour les séries de
Fourier).

Théorème 5.2. Soit f P R2π, et soit x0 P R. Si f est régulière au point x0, alors

Snfpx0q
nÑ8
ÝÝÝÑ

fpx`0 q ` fpx
´
0 q

2
;

autrement dit, on peut écrire

8
ÿ

k“´8

ckpfqe
ikx0 “

fpx`0 q ` fpx
´
0 q

2
¨

En particulier, si f est continue en x0 et C1 par morceaux au voisinage de x0, alors

8
ÿ

k“´8

ckpfqe
ikx0 “ fpx0q.

Démonstration.

Fait 1. Pour tout n P N, on a

Snfpx0q ´
fpx`0 q ` fpx

´
0 q

2
“

ż π

0
Dnptqφptq

dt

2π
,

où Dn est le noyau de Dirichlet et

φptq :“
`

fpx0 ` tq ´ fpx
`
0 q
˘

`
`

fpx0 ´ tq ´ fpx
´
0 q
˘

.

Preuve du Fait 1. On sait par le Lemme 2.8 que

Snfpx0q “ f ˚Dnpx0q “

ż π

´π
fpx0 ´ tqDnptq

dt

2π
¨

De plus, Dnptq “
n
ř

k“´n

ekptq est visiblement une fonction paire. Donc

ż 0

´π
fpx0 ´ tqDnptq dt “

ż π

0
fpx0 ` tqDnptq dt;

et par conséquent

(5.1) Snfpx0q “

ż π

0

`

fpx0 ´ tq ` fpx0 ` tq
˘

Dnptq
dt

2π
¨

Par ailleurs, comme Dn est paire et
şπ
´πDnptq

dt
2π “

n
ř

k“´n

şπ
´π e

ikt dt
2π “ 1, on a

ż π

0
Dnptq

dt

2π
“

1

2

ż π

´π
Dnptq

dt

2π
“

1

2
¨
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Donc on peut écrire
fpx`0 q`fpx

´
0 q

2 “ pfpx`0 q ` fpx
´
0 q ˆ

şπ
0 Dnptq

dt
2π , ou encore

(5.2)
fpx`0 q ` fpx

´
0 q

2
“

ż π

0

`

fpx`0 q ` fpx
´
0 q
˘

Dnptq
dt

2π
¨

En combinant (5.1) et (5.2), on obtient l’identité cherchée. �

Fait 2. La fonction h : r0, πs Ñ C définie par

hp0q :“ 0 et hptq :“
φptq

sinp t2q
pour 0 ă t ď π

est intégrable au sens de Riemann sur r0, πs.

Preuve du Fait 2. Montrons d’abord que h est bornée sur r0, πs. Comme f est

régulière en x0, on sait que
fpxq´fpx`0 q

x´x0
admet une limite quand xÑ x`0 et que

fpxq´fpx´0 q
x´x0

admet une limite quand x Ñ x´0 . En particulier, on peut trouver δ ą 0 tel que la

fonction x ÞÑ
fpxq´fpx`0 q

x´x0
est bornée sur sx0, x0 ` δs et la fonction x ÞÑ

fpxq´fpx´0 q
x´x0

est

bornée sur rx0´δ, x0r. Il existe donc une constante C telle que |fpx0`tq´f`px0q| ď Ct
et |fpx0 ´ tq ´ f´px0q| ď C t pour 0 ă t ď δ. On obtient ainsi

|φptq| ď C t` C t “ 2C t pour 0 ă t ď δ.

Par ailleurs, on a également sinp t2q ě
2
π ˆ

t
2 “

t
π sur r0, πs car sinpuq ě 2

πu sur r0, π{2s.
Donc on obtient

|hptq| ď 2Ctˆ
π

t
“ 2πC pour 0 ă t ď δ.

Ainsi, h est bornée sur s0, δs, et donc bornée sur r0, δs. Comme h est également bornée
sur rδ, πs (car f est bornée et la fonction t ÞÑ 1{ sinp t2q est continue sur rδ, πs), on en
déduit que h est bornée sur s0, πs, et donc aussi sur r0, πs.

On sait maintenant que h est bornée sur r0, πs. Par ailleurs, h est intégrable au
sens de Riemann sur tout intervalle rη, πs avec 0 ă η ď π (car φ et la fonction continue
t ÞÑ 1{ sinp t2q le sont). Comme on le sait (ou pas, auquel cas il faut faire l’exo), ces
deux propriétés entrainent que h est intégrable au sens de Riemann sur r0, πs. �

On peut maintenant démontrer le théorème. Par le Fait 1 et comme

Dnptqφptq “
sin

`

p2n` 1q t2
˘

sinp t2q
φptq “ sin

´

p2n` 1q
t

2

¯

hptq si 0 ă t ď π,

on a pour tout n P N :

Snfpx0q ´
fpx`0 q ` fpx

´
0 q

2
“

ż π

0
sin

´

p2n` 1q
t

2

¯

hptq
dt

2π

“

ż π
2

0
sin

`

p2n` 1qu
˘

hp2uq
dt

2π
¨

De plus, par le Fait 2 la fonction 2π-périodique rh définie par rhpuq “ hp2uq sur r0, π2 s

et rhpuq “ 0 sur sπ2 , 2πs appartient à R2π ; et comme

sin
`

p2n` 1qu
˘

“
eip2n`1qu ´ e´ip2n`1qu

2i
,
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on voit que

Snfpx0q ´
fpx`0 q ` fpx

´
0 q

2
“ ´

1

2i

`

c2n`1prhq ´ c´p2n`1qp
rhq
˘

.

Par le Lemme de Riemann-Lebesgue, on en déduit que Snfpx0q´
fpx`0 q`fpx

´
0 q

2 tend vers
0 quand nÑ8, ce qui termine la démonstration. �

Remarque 5.3. Soit f P R2π. Si la série de Fourier de f converge en un certain
point x P R (autrement dit, si Snfpxq admet une limite quand nÑ8), alors on a

8
ÿ

k“´8

ckpfqe
ikx “ c0pfq `

8
ÿ

k“1

´

akpfq cospkxq ` bkpfq sinpkxq
¯

,

où les coefficients akpfq et bkpfq sont donnés par les formules

akpfq :“
1

π

ż π

´π
fptq cospktq dt et bkpfq :“

1

π

ż π

´π
fptq sinpktq dt.

(On dit que les akpfq et les bkpfq sont les coefficients de Fourier réels de la fonction
f .) En particulier : si la fonction f est paire sur s ´ π, πr, alors

8
ÿ

k“´8

ckpfqe
ikx “ c0pfq `

8
ÿ

k“1

akpfq cospkxq;

et si f est impaire sur s ´ π, πr, alors

8
ÿ

k“´8

ckpfqe
ikx “

8
ÿ

k“1

bkpfq sinpkxq.

Démonstration. Pour alléger les notations, écrivons ck au lieu de ckpfq. Pour tout
entier N ě 1, on a

N
ÿ

k“´N

cke
ikx “

N
ÿ

k“´N

ck
`

cospkxq ` i sinpkxq
˘

“ c0 `

N
ÿ

k“1

pck ` c´kq cospkxq ` i
N
ÿ

k“1

pck ´ c´kq sinpkxq.

Par ailleurs, on a aussi

ck ` c´k “
1

2π

ż π

´π
pe´ikt ` eiktqfptq dt “

1

π

ż π

´π
fptq cospktq dt “ akpfq;

et de même

ck ´ c´k “
1

2π

ż π

´π
pe´ikt ´ eiktqfptq dt “ ´

i

π

ż π

´π
fptq sinpktq dt “ ´i bkpfq.

On obtient ainsi
N
ÿ

k“´N

cke
ikx “ c0pfq `

N
ÿ

k“1

´

akpfq cospkxq ` bkpfq sinpkxq
¯

pour tout N ě 1;

d’où le résultat. �
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Corollaire 5.4. Soient f, g P R2π et soit x0 P R. Si f et g cöıncident au voisinage
de x0, alors Snfpx0q admet une limite quand n Ñ 8 si et seulement si Sngpx0q en
admet une, et dans ce cas limSnfpx0q “ limSngpx0q. (Ce résultat porte le nom de
principe de localisation.)

Démonstration. La fonction φ :“ g´ f est identiquement nulle au voisinage de x0,
donc certainement régulière au point x0 avec φpx´0 q “ 0 “ φpx`0 q. Donc Snφpx0q Ñ

0 quand n Ñ 8, autrement dit Sngpx0q ´ Snfpx0q Ñ 0. Le résultat s’en déduit
immédiatement. �

Corollaire 5.5. On a les formules suivantes :

@t P s´π, πr :
8
ÿ

k“1

p´1qk`1 sinpktq

k
“
t

2
,

et

@x P s0, 2πr :
8
ÿ

k“1

sinpkxq

k
“
π ´ x

2
¨

Démonstration. Soit f : RÑ R la fonction 2π-périodique telle que

fptq “ t pour t P r´π, πr .

La fonction f est visiblement régulière en tout point (mais pas continue), et continue
sur s´π, πr. De plus, f est impaire sur s´π, πr. D’après le Théorème 5.2 et la Remarque
5.3, on a donc

8
ÿ

k“1

bkpfq sinpktq “ t pour tout t P s´π, πr.

Le calcul des coefficients bkpfq est facile en intégrant par parties :

bkpfq “
1

π

ż π

´π
t sinpktq dt “

„

´
1

kπ
t cospktq

π

´π

`
1

kπ

ż π

´π
cospktq dt

“ 2ˆ
p´1qk´1

k
` 0.

On obtient ainsi
8
ÿ

k“1

p´1qk`1 sinpktq

k
“
t

2
pour t P s´π, πr.

Si maintenant on prend x P s0, 2πr et t :“ π ´ x, alors sinpktq “ p´1qk`1 sinpkxq pour
tout k ě 1 ; et comme t P s´π, πr, on en déduit

8
ÿ

k“1

sinpkxq

k
“
π ´ x

2
pour x P s0, 2πr.

�

Corollaire 5.6. Pour tout a P RzZ, on a

π cotanpπaq “
1

a
`

8
ÿ

k“1

2a

a2 ´ k2
¨
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Démonstration. Soit f : RÑ C la fonction 2π-périodique telle que

fptq “ eiat pour t P r0, 2πr .

La fonction f est régulière au point x0 “ 0, avec fp0`q “ 1 et fp0´q “ fp2π´q “ e2iπa.
Donc on peut écrire

(5.3)
8
ÿ

k“´8

ckpfq “
1` e2iπa

2
“ eiπa cospπaq.

Par ailleurs, les ckpfq sont faciles à calculer : comme a R Z, on a

ckpfq “
1

2π

ż 2π

0
eiate´iktdt “

” 1

ipa´ kq
eipa´kqt

ı2π

0
“

1

2iπpa´ kq

`

e2iπa ´ 1
˘

;

et comme e2iπa ´ 1 “ eiπa
`

eiπa ´ e´iπa
˘

“ eiπa ˆ 2i sinpπaq, cela peut encore s’écrire

ckpfq “
eiπa sinpπaq

πpa´ kq
¨

On a donc pour tout n ě 1 :

n
ÿ

k“´n

ckpfq “
eiπa sinpπaq

π

«

1

a
`

n
ÿ

k“1

´ 1

a´ k
`

1

a` k

¯

ff

“
eiπa sinpπaq

π

˜

1

a
`

n
ÿ

k“1

2a

a2 ´ k2

¸

.

En revenant à (5.3), on obtient ainsi

eiπa sinpπaq

π

˜

1

a
`

8
ÿ

k“1

2a

a2 ´ k2

¸

“ eiπa cospπaq;

d’où la formule souhaitée :

1

a
`

8
ÿ

k“1

2a

a2 ´ k2
“ π cotanpπaq.

�
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