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Chapitre 1

Convergence des suites et séries de fonctions

1. Convergence simple des suites de fonctions

DEFINITION 1.1. Soita € N, et soit (fn)n=a une suite de fonctions d valeurs (réelles
ou) complezes définies sur un ensemble I.

(1) Etant donné ty € I, on dit que la suite (fn) converge au point ty, ou
converge en 1y, si la suite numérique (fn(to)) admet une limite quand n —
0.

(2) Etant donné un ensemble E < I, on dit que (f,) converge simplement sur
FE si elle convergeen tout pointt € E ; autrement dit, st pour toutt € E, la suite
(fn(t))n=a est convergente. On peut aussi dire “fy,(t) converge simplement sur
E”.

(3) Etant donné E < I et une fonction f : E — C, on dit que la suite (f,) tend
stmplement vers f sur E si f,(t) — f(t) pour tout t € E. On écrit alors

. cVvSs
“fn — f simplement sur E7, ou encore “f, —= f sur 7.

Remarque. On note lim f, la fonction f définie par f(¢) = lim,_4 fn(t) en tout
point ¢ ou la suite (f,,(t)) converge.

FAIT EVIDENT. Si (f,,) converge simplement sur FE, alors elle converge simplement
sur tout ensemble E' € E.

TAUTOLOGIE. Pour montrer que f,, — f simplement sur F, il faut

e fixer un point quelconque t € F ;

e se débrouiller pour montrer que f,(t) — f(t).

EXEMPLE 1. Pour n > 0, soit f,, la fonction définie sur [—1,1] par f,(t) := t".

(i) La suite (f,) converge simplement vers 0 sur | — 1, 1[.

(ii) La suite (fy,) converge simplement sur | — 1, 1] vers la fonction f définie par
f(Q):=1et f(t):=0si =1 <t <1.

(iii) La suite f,, ne converge pas au point ¢t = —1, donc ne converge pas simplement
sur [—1,1].

EXEMPLE 2. Pour n > 1, soit f, la fonction définie sur R par f,(t) := (¢t + %)2 La
suite (f,,) converge simplement sur R vers la fonction f(t) := 2.

EXEMPLE 3. Soit a: I — C telle que Vt € I : |a(t)| < 1. Alors fp,(t) := a(t)" — 0
simplement sur 1.
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EXEMPLE 4. Soient I et A deux intervalles de R, et soit F : A x I — C une
fonction continue. Si (Ay,) est une suite de points de A telle que \, — A € A, alors
fu(t) := f(An,t) — f(t) = F (A, t) simplement sur I.

ECRITURE DE LA DEFINITION AVEC DES QUANTIFICATEURS. f, — f simplement
sur F si et seulement si

Vte EVe>0 3N =N tel que |[fn(t) — f(t)] <e pour tout n > N.

Donc : pour montrer que f, — f simplement sur F, il faut en principe
e fixer un point quelconque t € F;

e se débrouiller pour obtenir une majoration de la forme |f,(t) — f(t)| < en(t),
ou “on voit bien” que &,(t) — 0 quand n — oo.

CRITERE DE CAUCHY. La suite (f,,) converge simplement sur E si et seulement si
Vte EVe>0 3N = N tel que |[fy(t) — fp(t)| <e pour tous p,q > N.

Donc : pour montrer que f, — f simplement sur £, on peut

e fixer un point quelconque t € F ;

e se débrouiller pour trouver une majoration de la forme | f,(t) — f4 ()| < €p,4(%),
ol “on voit bien” que €, 4(t) — 0 quand p et ¢ tendent vers l'infini.

INTERET. Le critére de Cauchy permet de montrer qu'une suite converge sans
connaitre a priort la limite.
2. Convergence uniforme des suites de fonctions
DEFINITION 2.1. Soit (fy,) une suite de fonctions, fn : I — C, et soit E < I.

(1) On suppose que (fy) converge simplement sur E vers une fonction f. Alors,
on dit que f, tend uniformément vers f sur E sila chose suivante a lieu

Ve > 03N = N, tel que |fn(t)— f(t)| <e pourtout n > N et pour tout t € E.

Autrement dit, si pour € > 0 donné, on peut prendre “le méme N pour tous

lest de E7. On écrit alors “f,(t) — f(t) uniformément sur E”, ou encore

n v, f sur E7.

(2) On dit que (f,) converge uniformément sur E si elle tend uniformément
sur E vers une certaine fonction f.
Remarque triviale 1. CVU = CVS.
Remarque triviale 2. CVS sur E = CVU sur tout ensemble fini F' < FE.
Démonstration. Exo. O

TAUTOLOGIE. Pour montrer que f, — f uniformément sur F, il suffit de trouver
une suite (¢,) de nombres réels positifs telle que

VieIVn @ |fu(t) — f(t)] <ep et en >0 quand n — o

Démonstration. Exo. O
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PRATIQUE. Pour montrer que f,, — f uniformément sur F, on procede comme
suit.

e On montre d’abord que f, — f simplement ; autrement dit, on fixe un t € F
quelconque, et on essaye d’obtenir une majoration de la forme |f,(¢) — f(t)| <
en(t), ol gy (t) — 0;

e On se débrouille pour montrer qu’on peut se débarasser de la dépendance en

t dans €y,(t), i.e. on cherche une majoration de la forme ¢, (t) < e, ol €, ne
dépend pas de t € E et ¢, — 0.

EXEMPLE 2.2. Soit I un intervalle de R, et soit o : I — C une fonction continue
vérifiant |a(t)] < 1 pour tout ¢t € I. Alors f,,(t) = a(t)” — 0 uniformément sur tout
compact B < 1.

Démonstration. Soit E un compact de I comme la fonction |a| est continue sur E,
on peut trouver tg € E tel que |a(tp)| = |a(t)| pour tout ¢ € E. Alors ¢ = |a(ty)| est
<1, et |fu(t)] < en =" pour tout ¢t € E'; d’ou le résultat puisque ¢” — 0. O

EXEMPLE 2.3. Soient A et I deux intervalles de R, et soit F' : A x I — C une
fonction continue. Si (\y,) est une suite de points de A telle que A\, — A € A, alors
fu(t) = F(An,t) = f(t) = F(\ t) uniformément sur tout compact E < I.

Démonstration. Comme A, — A, on peut trouver un intervalle compact [a,b] < A
tel que A € [a,b] et A\, € [a,b] pour tout n € N. Alors [a,b] x E est un compact de
R?, donc la fonction continue F' est uniformément continue sur [a,b] x E. Pour € > 0
donné, on peut donc trouver § > 0 tel que |F (v, s") — F(u, s)| < e dés que u,u’ € [a,b]
et s,8’ € FE vérifient [u' —u| < § et |’ — s| < §. Ensuite, on peut trouver N tel que
|[An, — A| < 0 pour tout n = N ; et on obtient alors |F'(A,,t) — F(A\,t)] < e pourn> N
et pour tout t € E. [l

REMARQUE. La “morale” des deux exemples précédents est que la compacité donne
de l'uniformité. C’est un principe qu’il est important de retenir.

Fair 2.4. Soient fp, : I - C, Ecl et f:E—C.Sif,— f uniformément sur £
alors, pour toute suite (t,) de points de E, la suite f,(t,) — f(tn) tend vers 0.

Démonstration. Supposons que fy, vy, f, et soit (t,) une suite quelconque de
points de E. Pour € > 0 donné, on peut trouver N € N tel que |f,(t) — f(t)| < e pour
tout n = N et pour tout t € E. En particulier |f,(t,) — f(t,)| < & pour tout n = N, ce
qui prouve que fy(t,) — f(tn) — 0. O

CONSEQUENCE. Si on a réussi & trouver une suite (¢,) de points de E telle que
fn(tn) — f(t,) ne tend pas vers 0, alors on peut conclure que (f,) ne tend pas uni-
formément vers f sur E.

EXEMPLE 1. f,(t) :=t" ne tend pas uniformément vers 0 sur | — 1, 1[.

Démonstration. Pour n > 1, on prend par exemple t,, :=1 — % Alors

fnltn) = (1 a 1>n - enIOg(l_%) = 1/e;

n

et en particulier f,(¢,) ne tend pas vers 0. O

EXEMPLE 2. f,(t) := (t + 1)? ne tend pas uniformément vers ¢ sur R.
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Démonstration. Pour tout t € R, on a f,,(t) —t2 = % + n—lg Si on prend par exemple

tn = n, on voit ainsi que f,(t,) —t2 =2+ # ne tend pas vers 0 quand n — co. [

Ezercice. Montrer que la réciproque du Fait 2.4 est vraie : si f,(t,) — f(tn) — 0
pour toute suite (t,) € E, alors f,, — f uniforméent sur E.

CRITERE DE CAUCHY UNIFORME. Une suite (f,,) converge uniformément sur £ < [
si et seulement si

Ve > 03N = N. tel que |fq(t)— fp(t)] <e pour tous p,q = N et pour tout ¢ € E.

Démonstration. Si (fy,) vérifie le critere de Cauchy uniforme, elle vérifie en parti-
culier le critere de Cauchy en tout point ¢ € E'; donc (f,,) converge simplement sur E
vers une fonction f: F — C. Si maintenant on se donne € > 0 et si N = N, est choisi
comme plus haut, on obtient en faisant ¢ — o0 :

|f(t) — fp(t)] <e pour tout p > N et pour tout t € E;
ce qui prouve que f,,(t) — f(¢) uniformément sur E. g

CONSEQUENCE PRATIQUE. Pour montrer qu’une suite (f,,) converge uniformément
sur F, il suffit d’obtenir des majorations de la forme

[fo(t) = fo(O)] < €pg

ou gy 4 est indépendant det € E et ¢, 4 — 0 quand p,q — 0.

3. Convergence simple ou uniforme des séries de fonctions

DEFINITION 3.1. Soit (ug)ren une suite de fonctions définies sur I, et soit E < I.
Pour n € N, on pose Sp(t) = Y 0_ouk(t). On dit que la série Y u, converge sim-
plement sur E suite la suite de fonctions (Sy,) converge simplement sur E, et que la
série Y up converge uniformément sur E sila suite (S,) converge uniformément
sur .

Remarque. On note Y., uy la fonction S définie par S(t) = > 77, uk(t) en tout
point ¢ ou la série Y ug(t) converge.

EXEMPLE 3.2. Soit (b)r>1 une suite de fonctions & valeurs réelles définies sur I,
avec bi(t) = 0 pour tout ¢ € I. On suppose que la suite (by) est décroissante, i.e.
br+1(t) < bi(t) pour tout ¢t € I et pour tout k.

(i) Si by (t) — 0 simplement sur I, alors la série Y.(—1)¥b,(t) converge simplement
sur 1.

(ii) Si bg(t) — O uniformément sur I, alors la série Y.(—1)¥b.(t) converge uni-
formément sur 1.

Démonstration. (i) est simplement le critere de convergence des séries alternées.
Pour (ii), on utilise la majoration du reste d’une série alternée : en posant
a0
ra(t) = S(t) = Su®) = 3 (—1)*by(0),
k=n+1
on a
Irn ()] < by (t);

donc 7, (t) — 0 uniformément sur I si bi(t) — 0 uniformément. O
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CRITERES DE CAUCHY. Sip < ¢, on a

q
Sq=Sp =D, up

k=p+1
Donc, les critéres de Cauchy pour la convergence de la série > ux(t) s’écrivent comme

suit.

(a) Critere de Cauchy pour la convergence simple (sur E) :

Vte EVYe>03IN = N - Z ug(t)| <e  pour tout n > N.

PROPOSITION 3.3. (Criteres d’Abel uniformes)

Soit (ug) une suite de fonctions uy : I — C. On suppose que les uy sont de la forme
ug(t) = ag(t)bg(t), ou ay et by sont des fonctions sur I, avec by a valeurs réelles et
br(t) = 0 sur I. On suppose de plus que la suite (by) est décroissante. Soit aussi
E < I. Dans chacun des 2 cas suivants, la série >, u(t) converge uniformément sur
E.

(1) La série > ar(t) converge uniformément sur E, et la suite (by) est uni-
formément magjorée sur E, i.c il existe une constante M telle que by(t) <
M pour tout k et pour tout t € E.

(2) br(t) — 0 uniformément sur E, et les sommes partielles de la série Y ax(t)
sont uniformément bornées, i.e. il existe une constante M telle que

> an(t)
k=0

Démonstration. (1) On va utiliser le critéere de Cauchy uniforme ; donc il s’agit de
majorer en module des sommes du type

<M pour tout n € N et pour tout t € E.

q

Spa(t) = D ar(t)by(t).

k=p+1

On effectue une transformation d’Abel sur les restes en posant

[o0]

re(t) = ) an(t).

I=k+1
Par hypothese, les 7 (t) sont bien définis et

ri(t) — 0 uniformément sur I.

De plus, on a
ar(t) = rp—1(t) — ri(t) pour tout k > 1.
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Donc, pour tous p < ¢, on peut écrire

Spat) = D5 (re-a(t) = ru(t)) b(t)

k=p+1

= Z T’kfl(t)bk(ﬂ— Z Tk(t)bk(t)
k=p+1 k=p+1
q—1 q

= Y r®bea(t) = D mr(t)bi(?)
k=p k=p+1

q—1

= 2 Tk(t) (bk+1(t) - bk<t)) + rp(t)bp+1(t) - Tq(t)bq(t)

k=p+1
On en déduit
q—1
[Sp.a ()] < D7 k()] [Brsr = bi(6)] + [7p(6)bps1 ()] + [rg(£)bg (1)]

k=p

qg—1
= 20 k()] (be(E) = brsr (1) + [7p(0)] ps1 (£) + [rg(£)] by (2),
k=p+1

ou on a utilisé que la suite (by) est décroissante avec by = 0.
Maintenant, soit ¢ > 0. Comme 7,(t) — 0 uniformément sur I, on peut trouver un
entier K tel que

Ire(t)] < e pour k > K et pour tout t € .

On déduit que si K < p < ¢, alors on a pour tout t € [ :

q—1
‘Sp,q(t)‘ <€ Z (bk(t) - bk+l(t)) te (prrl(t) + bq(t))
k=p+1
=€ (bp+1(t) — bq(t)) +e (bp+1(t) + bq(t))
=:2€bp+1(ﬂ
< 2Me.

On a donc bien montré que le critere de Cauchy uniforme est satisfait.

(2) Avec les notations de (1), on effectue cette fois une transformation d’Abel sur
les sommes partielles, en posant

A) = Y a(t),

=0
de sorte que
ag(t) = Ag(t) — Ak_1(t) pour tout k > 1,

et donc
q

Spa(t) = D (Ax(t) — Ap_1 (1)) bi(t).

k=p+1
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Le calcul donne cette fois

Spq(t) = Zq: Ar(t)bi(t) — qi Ag()br11(t)
k=p

k=p+1

=S A0 (Bet) — b (1)) + Ag(B)by(t) — Ay (1)

k=p+1
et on en déduit
q—1
|Sp7q(t)| < Z | Ag(t)] (bk(t) - bk+1(t)) + |Aq+1(t)| bq(t) + |Ap+1(t)| bp+1(t)
k=p+1

<2M bp+1 (t),

ou on a utilisé le fait que |Ag(t)] < M pour tout k et pour tout ¢ € I. Comme
bp+1(t) — 0 uniformément sur I, cela montre que le critere de Cauchy uniforme est
satisfait. 0

EXEMPLE 3.4. Soit o > 0. Les séries D}, %&kt) et D=1 Slr;(ft) convergent uni-

formément sur tout intervalle compact [a, b] tel que [a,b] N 27Z = &.

Démonstration. Comme cos(kt) et sin(kt) sont les parties réelles et imaginaires de
e'® il suffit de montrer que la série Zkzl‘%“ converge uniformément sur [a, b].

On applique “Abel 2” avec ai(t) = e’ et les fonctions constantes by(t) = 2. Il
est évident que la suite (by) est décroissante et que by(t) — 0 uniformément. De plus,
on a pour tout n € N et pour tout t € [a,b] :

n n )
k I
Dra(t) = 3 (") = e ———,
k=1 k=1
ol on a le droit d’écrire le quotient car ¢ ¢ 277 et donc e # 1. On en déduit
n
> an(t)
k=1

Enfin, comme la fonction ¢ est continue sur l'intervalle compact [a,b], on peut la
majorer par une constante M. Ainsi,

D an(t)
k=1

donc le critere d’Abel s’applique. O

o(t).

2
< —= =
11— et

<M pour tout n et pour tout ¢ € [a, b];

4. Convergence normale des séries de fonctions

NOTATION. Pour toute suite (ay)reny de nombres réels positifs, on pose > 5o ay =
limy, o0 Do @ ; limite qui existe dans [0, 0] car les sommes partielles A, = >'_ o,
forment une suite croissante. Par définition, on a donc Z?:o ap < o0 si et seulement
si la série D oy est convergente. De méme, une série de nombres complexes > ¢ est
absolument convergente si et seulement si Y., |c| < 0.
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DEFINITION 4.1. Soit (ug) une suite de fonctions défies sur I, et soit E < I. On
dit que la série Y, up converge mormalement sur E si la chose suivante a lieu : il
existe une suite (o) de nombres réels positifs telle que

e ¢]
VEVte I : |uk(t)] < ag et Zak<oo.
k=0

THEOREME 4.2. Toute série normalement convergente est uniformément conver-
gente

Démonstration. Supposons que la série > uy converge normalement sur E, et soit
(ag) comme dans la définition. Pour tous p < get t € E, on a

q q q
Sow® < Y < Y axi= e
k=p+1 k=p+1 k=p+1

Comme ¢, , ne dépend pas de t € E et tend vers 0 quand p,q — o0 puisque la série
> ay est convergente, cela montre que la série > uy satisfait le critere de Cauchy
uniforme. g

REMARQUE IMPORTANTE. En général, il n’est pas tres difficile de montrer qu’'une
série de fonctions est normalement convergente si elle I'est effectivement. Donc, si on
doit montrer qu'une série de fonctions ) uy est uniformément convergente, il faut avant
toute chose essayer de voir si elle ne serait pas normalement convergente.

TAUTOLOGIE. Pour montrer que > uy converge normalement sur E, il faut obtenir
une majoration de la forme |ug(t)| < o pour t € E, ot oy, est est le terme général
d’une série convergente et ne dépend pas de t.

EXEMPLE 4.3. Soit Q = {s € C; Re(s) > 1}. La série >}, -, 7= converge absolument
en tout point s € 2, et il y a convergence normale sur tout compact £ < ). La somme
de cette série s’appelle la fonction ¢ de Riemann :

C(s) = Z is pour Re(s) > 1.
k=1 k

Démonstration. Soit s = x + iy € Q. Pour tout £k € N*, on a par définition k° =
eslog(k) — pzlog(k)piylog(k) — Lzeiylog(k) Done

|/€S‘ — k% = kRe(s).
1

On a ainsi k,l—s = k%, et donc > 77, 75| < oocarx > 1. Ainsi, ), k—ls converge absolument
en tout point s € (2.

Maintenant, soit £ un compact de 2. Comme la fonction s — Re(s) est continue sur
E, elle possede un minimum sur F : onaun sy € E tel que Vs € E Re(s) = [y = Re(sp).

On en déduit

r
ks

Comme [y > 1, la série > ap = Y, k%o est convergente ; et comme «y ne dépend pas

1 1

VSEEVIC>1: Imgﬁ

= QL.

de s € E, cela montre que la série )| k% converge normalement sur F. ]
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5. Lien avec la “norme uniforme”

NOTATION. Si I est un ensemble quelconque, on note £*(I) I'ensemble de toutes
les fonctions bornées f : I — C. Pour f € {*°(I), on pose

[flleo = sup {[f(#)]; £ I}.

FAIT. (*°(I) est un espace vectoriel, et || - | est une norme sur £*°(1).

Démonstration. Exo a savoir faire les yeux fermés. O

TAUTOLOGIE IMPORTANTE. Pour f: I — C et M € R", on a I’équivalence
(fel®(I) avec |flo<M) < (Vtel : |f(t)|<M).

Attention : I'équivalence devient fausse si on remplace < par <.

LEMME 5.1. Soit (f,) une suite de fonctions bornées sur I, et soit f : I — C
une fonction bornée. Alors f, — f uniformément si et seulement si || fn — floo — 0;
autrement dit, si f, — f dans l'espace (¢ (1), - [sx)-

Remarque. Pour cette raison, la norme || - | s’appelle la norme de la conver-
gence uniforme.

Preuve du lemme. Par définition f,, — f uniformément si et seulement si
Ve >0IN Vn > N (wel L fa(t) — F(D)] <s>.
Maintenant, par la “tautologie importante”, on a I’équivalence

(el : 1falt) = fB)l <€) <= Ifa—flw <=

Donc f, vy, f si et seulement si
Ve>0IANVn =N : |fn— flo <¢&
ce qui signifie exactement que f,, — f pour la norme | - [q. O

COROLLAIRE 5.2. Une suite (f,) de fonctions bornées converge uniformément sur
I si et seulement si elle converge dans {*°(I) pour la norme || - |lo.

COROLLAIRE 5.3. Soit (f,) une suite de fonctions bornées sur 1. Si (fy) converge
uniformément sur I, alors (f,) est uniformément bornée sur I : il existe une
constante M telle que

VnVtel : |fu(t)] < M.

Démonstration. On sait que dans un evn, toute suite convergente est bornée. Donc,
si (fn) converge uniformément sur I, i.e. converge dans ¢*(I), elle est bornée dans
(*(I) : on a donc une constante M telle que ¥Yn : || fnllcc < M, ce qui est la conclusion
souhaitée par la “tautologie importante”. O

COROLLAIRE 5.4. Soit [a,b] un intervalle compact de R. Si f, est une suite de
fonctions continues convergeant uniformément sur [a,b], alors (f) est uniformément
bornée.

Démonstration. On sait que toute fonction continue sur [a, b] est bornée; donc le
corollaire précédent s’applique. O
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Remarque. Une suite de fonctions (f,,) peut converger uniformément sur un en-
semble [ sans qu’aucune fonction f,, ne soit bornée sur I. Par exemple, f,(t) =t+27"
converge vers f(t) = t uniformément sur R, mais aucune f,, n’est bornée sur R.

LEMME 5.5. Soit (ux) une suite de fonctions définies sur I. Alors la série Y uy
converge normalement sur I si et seulement si les uy, sont dans (°(I) et > 3o [uk]o <
Q0.

Démonstration. Par définition, > uj converge normalement sur I si et seulement
si il existe une suite de nombres réels (ay) telle que

0
VEVte T [up(t) <op et > ap <.
k=0
Autrement dit : >} ug converge normalement si et seulement si
0
Iag) telle que (Vk :ugel™(I) avec |ug|o < ax) et Z g < 00;
k=0

ce qui est une maniere alambiquée d’écrire : “les uy sont dans (*(I) et D77 [lugllo <
o0”. O

6. Approximation par des polynoémes

THEOREME 6.1. (Théoréeme de Weierstrass)

Soit [a,b] € R un intervalle fermé borné. Si f : [a,b] — C est une fonction conti-
nue quelconque, on peut trouwver une suite de fonctions polynomiales (P,) telle que
P,(t) — f(t) uniformément sur [a, b].

Démonstration. On le fait pour [a,b] = [—1, 1]. Exo : cest suffisant. (Indication :
pour un intervalle [a, b] quelconque (non trivial), il y a une bijection affine ¢ : R — R telle que

o([—%,1]) = [a,b]; et si P est un polynome, alors P(t) := P(¢~(t)) aussi.)
Soit donc f : [—%, %] — C continue. On prolonge f en une fonction continue sur R
et nulle en dehors de [—3, 3] (faire un dessin), et on note encore f ce prolongement.
Pour n € N, on définit K,, : R — R par
1
o

Puis on définit P, : R — C par

Ka(t) 1 —t2)", ol an:=§",(1—)"dt.

1
Po(z) = L Fz — ) Kn(t) dt.

FAIT 1. Les fonctions P, sont polynomiales sur [—3, 3], et donc sur [—%, 1].

Preuve du Fait 1. Par changement de variable, on a

x+1
Pu(z) — f F)Kn(z — u) du.

z—1
De plus, si z € [—%, %], alors x — 1 < —% < % < z + 1; donc lintervalle [x — 1,z + 1]
11

contient [—3, 7]. Comme f = 0 en dehors de [—%, %], on peut donc remplacer S;j par
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1/2
S—/1/2 :

Vwe[—l,f J f(uw) Ky (x — u) du.

Maintenant, comme K, (t) est une fonction polynomlale, K, (z — u) est une fonction
polynomiale en x et u : on peut donc écrire K, (x —u) = Zz’]\io hi(u)z®, ot les h; sont
des polyn()mes. Donc, pour z € [—1, 1] :

272
N L N
Pu(z) = | (Zh )du=2< W ) =Y
-3 i=0 \Y72 i=0
ou les coefficients ¢; ne dépendent pas de . ]

FAIT 2. La suite (K,,) possede les propriétés suivantes.
(i) K, =0et Sil K, (t)dt =1 pour tout n € N.

(ii) Pour tout d vérifiant 0 <0 <1, on a
1 =
lim | K(t)dt =0= lim K, (t)dt.

Preuve du Fait 2. (i) est évident par définition de av,.
(ii) Fixons ¢ avec 0 < § < 1. Comme K, est paire, il suffit de montrer que

S; K,(t)dt — 0. Comme la fonction ¢ — (1 — t2)" est positive et décroissante sur
[0,1], on a d’une part

= f (1—tH)"dt > f%(l —?)"dt = (1 - (6/2)%)" x °
—1 2

0
et d’autre part

flu — )t < (1—0%)" x (1—0) < (1 -3

é
Donc . )
2 1—464)" 2
5 51— (6/22)" o
ol p:= = (5/2)2 < 1. Et donc en effet Sa t)dt — 0.

FAIT 3. Pour tout x € [—i, %] et pour tout n, on a

1
P.(z) — f(z) = fl(f(x —t) — f(x)) Kn(t)dt, et donc

Pula) = £@)] < [ (7o =) = 1@ Ko le)

Preuve du Fait 3. Comme Sl_l K, (t)dt =1, on peut écrire

. fi Ko(t) dt — fl f@)K

donc Py (z) — f(z) = §*, f(az — ) K, (t) dt — §* | f(x) K, (t) dt. O
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On a maintenant tout ce qu’il faut pour montrer que P, (¢) — f(¢) uniformément
sur [—1,1] (en fait, sur R tout entier).

Soit € > 0. On cherche un entier N tel que
11
Vn > NVxe [—1,1] s Pu(z) = f(o)] <e.
Comme f est continue, elle est uniformément continue sur [—%, %] On peut donc
trouver 6 > 0, avec § < 1/4 si on veut, tel que

11
Yu,v € [—5,5] vérifiant |u — v| <6, ona |f(v)— f(u)|<e/2.

En particulier :
11
1) vte[=60] ¢ If@ -1~ f@)] <2

Enfin, la fonction f est bornée sur R car elle est continue, donc bornée sur [—%, %],

et nulle en dehors de [—1,1]; donc on a une constante M telle que

Ve, teR : | f(z—t) — f(z)| < M.

Par le Fait 3, on a donc, pour n€ Net x € [—%, %] :

Yz e [—

1
Paa) = 1@ < | 1Fla=0) = fla) Ko(t)

1

<J‘5(...)+f§f(:c—t)_f(x”Kn(t)dtJrf (o)

-1 0

<M <£6 Ko(t)dt + Ll Ko (t) dt> +e)2 fé Ko(t) dt
< Me, +¢/2.

Mais par le Fait 2, £, — 0 quand n — o0 ; donc on peut trouver un entier N tel
que Vn = N : Me, <e/2. On a alors

P~ f@) <212 =2

1
>NV [—7,7
Vn T € 11

([l
RAPPEL. Soit F un evn. Une partie D de F est dite dense dans Esiona D = E.
Il revient au méme de dire
e quon a D n O # I pour tout ouvert non vide O € F ;
e que pour tout x € E et pour tout € > 0, on peut trouver z € D tel que
|z —z| <e;
 que pour tout z € F, on peut trouver une suite (z,) d’éléments de D telle que

Zp — .

COROLLAIRE 6.2. Notons C([a,b]) l'espace des fonctions continues sur [a,b]. Alors
les fonctions polynomiales sont denses dans (C([a,b]),| - [x)-

Démonstration. Le Théoreme de Weierstrass dit que pour toute f € C([a,b]), on
peut trouver une suite de fonctions polynomiales (P,) telle que | P, — f|s — 0; ce qui
est la définition (ou en tous cas une formulation équivalente) de la densité. 0



Chapitre 2

Propriétés de la limite d’une suite de fonctions

1. Intégrabilité

Le théoréme suivant est facile & démontrer, et suffira amplement pour toutes les
“interversions de limites et d’intégrales” qu’on aura besoin de faire ultérieurement. Des
résultat plus sophistiqués seront démontré a la fin du chapitre.

THEOREME 1.1. Soit [a, b] un intervalle fermé borné de R, et soit (f,) une suite
de fonctions intégrables au sens de Riemann sur [a,b]. On suppose que (fy) converge
uniformément sur [a,b] vers une fonction f. Alors f est intégrable au sens de Rie-
mann sur [a,b] et SZ fn(t)dt — SZ f(t)dt. Ainsi, on a le droit d’écrire

b

Jb(giggo fn(t>) dt = lim | fo(t) dt

a

si on a vérifié que la suite (f,) converge uniformément sur [a,b].

Démonstration. (1) Supposons avoir montré que f est intégrable au sens de Rie-

mann sur [a,b], et montrons que SZ fal(t)dt — SZ f(t)dt.
On a pour tout ne N :

Lb fa(t) dt — Lbf(t) dt‘ _ Lb(fn(t) — f(1)) dt’

b
< [ 140 = 701t < 15 = Sl x (0 )

donc tout est clair!

(ii) Maintenant, montrons que f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b]. En
considérant séparément parties réelles et imaginaires, on se ramene au cas ou f et les
fn sont a valeurs réelles.

Soit € > 0. On cherche des fonctions en escalier ¢ et ¢ telles que

b
p<f<t et f(w(t)—@(t))sz-

a

Comme f, — f uniformément, on peut trouver un entier N tel que
Vtela,b] : |fn(t) — fB) <&
autrement dit :
Vte [a,b] + fn(t) —e < f(t) < fn(t) + e

Ensuite, fy est intégrable au sens de Riemann sur [a, b] ; donc on peut trouver des
fonctions en escalier oy et ¥y telles que

b
oN < [N < YN et J (Un(t) — YN (t)) dt <e.

17
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On a alors

Vte[a,b] + pn(t) —e < fn(t) —e < f(t) < fn(t) +e<pn(t) +e.
[ —
e(t) ¥(t)
Les fonctions ¢ et ¢ sont en escalier, et

b

b
[0 - o) dr < [ (0w —em +2) <1420 -a).

a a
Conclusion : en partant de €’ := /(14 2(b—a)) au lieu de ¢, on obtient le résultat
souhaité. 0

COROLLAIRE 1.2. Soit (uy) une suite de fonctions intégrables au sens de Riemann
sur [a,b]. Sila série Y, uy, converge normalement sur [a,b], alors on a le droit d’écrire

fb(,;)Uk dt— ZJ ug(t

a

Démonstration. On applique le théoreme a la suite des sommes partielles S, =
Db Uk, qui converge uniformément vers S = ZZO:O uj puisque la convergence normale
entraine la convergence uniforme. Cela donne

Lb(i’Wg) Tim_ (ZZ: = lim ZJ uk_zf .

k=0

EXEMPLE 1.3. Pour tout « € [0, 1], on a

o ak
gzz—logl—x)

Démonstration. D’apres le théoréeme fondamental de ’analyse, on a

Todt
“log(l—a)=|
og(1l — ) Tt
Par ailleurs,
e}
— Z tk pour tout ¢ € [0, x],

ol la série converge normalement sur [0, z] car [t*| < z* sur [0,2] et 2 < 1. On peut

donc écrire
Tt x O k+1 © .k
- ZJ t*dt = il - Z T
0 1—t k+1 k

k=070 k=0 k=1

g
EXEMPLE. Soit (f)n>2 la suite de fonctions sur [0, 1] définie comme suit : f,,(¢) :=
0 en dehors de [1,2] et fn(t) := n sur [L, 2] (faire un dessin). Alors f,(t) — 0

simplement sur [0,1] (exo), mais Sé fn(t)dt = 1 pour tout n. Donc : pour pouvoir
intervertir une limite et une intégrale, la convergence simple ne suffit pas.
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2. Continuité

THEOREME 2.1. Soit I un intervalle de R, et soit (f,) une suite de fonctions
définies sur I. On suppose que les f, sont continues, et que la suite (f,) converge
simplement sur I vers une fonction f : 1 — C, avec de plus convergence uniforme
sur tout compact B < I. Alors la fonction f := lim f,, est continue sur I. En parti-
culier : si les f, sont continues et si fp, — f uniformément sur I, alors f est continue.

Démonstration. Il suffit de montrer que f est continue sur tout intervalle fermé
borné [a,b] < I (exo).
Soit ty € [a, b] quelconque, et soit € > 0. On cherche un ¢ > 0 tel que
|f(t) — f(to)] <e pour tout ¢ € [a,b] vérifiant |t — to| < 6.

Comme [a, b] est compact, on sait que f, — f uniformément sur [a,b]. Donc on
peut trouver un entier N tel que

Ve a,b] ¢ () — FO)] < /3.
D’apres l'inégalité triangulaire, on a alors
1f(t) = fo)| < [f(8) — [N+ |fn () — [ (to)l + [ fn(to) — f(to)

< 2e/3+4 |fn(t) — fn(to)] pour tout ¢ € [a, b].

Ensuite, fy étant continue au point ¢y, on peut trouver 6 > 0 tel que

|fn(t) — fn(to)] < e/3 pour tout ¢ € T vérifiant |t — to| < 0.
Alors, si t € [a,b] vérifie |t —tg| < 0, on a

F(5) = F(t0)] < 2¢/3 + | () — Farlto)] < e.
O

REMARQUE. La preuve donne en fait le résultat suivant : 5% f,, — f uniformément
sur tout compact, alors f est continue en tout point ou les f, sont continues.

COROLLAIRE 2.2. Soit (ur) une suite de fonctions continues sur un intervalle
I < R. On suppose que la série Y, ug(t) converge en tout point t € I, avec convergence
normale sur tout compact E < I. Alors la fonction f = Z/;.Ozo uy est continue sur I.
En particulier : si la série Y uy converge normalement sur I, alors f = Z?:o uy est
continue sur I.

Démonstration. On applique le théoreme aux sommes partielles S,, = >_ ug, qui
sont des fonctions continues et convergent vers f uniformément sur tout compact. [

EXEMPLE 1. La fonction ¢ est continue sur |1, oo[.

Démonstration. On a vu que la série k,l—s converge normalement sur tout compact
E <]1,00[. Donc ((s) = > &= est continue puisque les fonctions uy(s) = % le

sont. u
. D ikt .
EXEMPLE 2. La fonction f(t) = }; S est continue sur R.
k=1
, . . ikt . , .
Démonstration. Les fonctions uy(t) = Sz sont continues sur R, et la série > uy

converge normalement sur R ]
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EXEMPLE 3. Soit (f,,) la suite de fonctions continues définies sur [0, 1] par f,(t) =
t". La suite (f,) converge simplement sur [0, 1] par la fonction non continue valant 0
sur [0, 1] et 1 au point 1. Donc : méme si les f,, sont continues, la convergence simple
ne suffit pas pour conclure a la continuité de f = lim f,,.

COROLLAIRE 2.3. L’espace C([a,b]) est un sous-espace fermé de (*([a,b]).

Démonstration. Le théoreme peut se reformuler comme suit : si (fy,) est une suite
d’éléments de C([a, b]) convergeant pour la norme de ¢*([a, b]) vers une une certaine f,
alors f € C([a,b]) ; ce qui signifie exactement que C([a, b]) est fermé dans ¢ ([a,b]). O

3. Dérivabilité

THEOREME 3.1. Soit I un intervalle de R, soit (f,) une suite de fonctions de
classe C' définies sur I, et soit f: I — C. On suppose que

(i) fu(t) = f(t) simplement sur I ;

(ii) la suite des dérivées (f]) converge simplement sur I wvers une fonction
g: I — C, avec convergence uniforme sur tout compact E < I.

Alors on peut conclure que la fonction f :=lim f,, est de classe C' sur I, avec f' = g =

lim f]. En particulier : si f,, — f simplement sur I et si (f],) converge uniformément
sur I, alors f est Cl et f' = lim f’.

Démonstration. D’abord, la fonction g est continue sur I d’apres le théoreme de
continuité, car les f], sont continues.

Soit xg € I fixé. D’apres le théoréme fondamental de ’analyse, on a pour tout x € 1
et pour tout n :

fu(x) = falwo) + r fh(t) dt.

Comme f], — ¢ uniformément sur U'intervalle compact [xo, 2] (ou [z, z0] si x < x¢), on
peut passer a la limite sous l'intégrale d’apres le théoreme 1.1, et on obtient

T

f(z) = f(zo) + J g(t)dt pour tout z € I.
o

Comme ¢ est continue, on en déduit (a nouveau par le théoreme fondamental de ’ana-

lyse) que f est de classe C! avec f’ = g. O

REMARQUE. Le théoréme reste en fait vrai si les f, sont seulement supposées
dérivables : la conclusion est que la fonction limite f est dérivable avec f' = g¢. La
preuve est cependant un peu plus délicate.

COROLLAIRE 3.2. Soit (ug) une suite de fonctions de classe C* sur I. Si la série
D uk(t) converge simplement sur I et si la série des dérivées Y, uy(t) converge norma-
lement sur tout compact < I, alors la fonction f = ZZO:O uy, est de classe C* sur I,
avec [ = ZZO:O uy.. En particulier, si la série Y, uy converge simplement sur I et si la
série Y, u), converge normalement sur I, alors f = Y1 quy est Ct et f' =" uj.

Démonstration. On applique le théoréme aux sommes partielles S, = >/ _jug. O

EXEMPLE 1. La fonction ¢ est de classe C* sur |1, ol.
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Démonstration. On a ((s) = S uk(s), ot u(s) = & = e *1°6%) Les fonctions
uy, sont de classe C! sur |1, 0], avec u}(s) = —log(k)e s'ek) = _10%9%)_ On vérifie
(ex0) que la série Y uj(s) converge normalement sur tout compact E < |1, 00[; donc

la fonction ¢ est de classe C! sur ]1,00[, avec ('(s) = — > 2, bgsk) En répétant ce

raisonnement, on montre par récurrence que ¢ est de classe C™ pour tout n > 1 (donc

de classe C®), avec ¢ (s) = (—1)" P log(f : O

EXEMPLE 2. La fonction f(t) = 2120:1 ek—g est de classe C! sur R.

Démonstration. Si on pose uy(t) = alors la série > u(t) converge normalement

k3’

sur R car |ug(t)] = donc f est bien définie. Les fonctions uy sont de classe C! sur

k3 ?
R, avec uj(t) =i k2 - Donc la série) | u) (t) converge normalement sur R (micro-exo),
et donc f est de classe C'. O

EXEMPLE 3. D’apres le théoreme de Weierstrass, il existe une suite (P,) de fonc-
tions polynomiales telle que P, (t) — f(¢) = |t| uniformément sur [—1, 1] ; et la fonction
f n’est pas dérivable en 0. Donc : méme si les f,, sont C®, la convergence uniforme de
la suite (f,) ne suffit pas a assurer la dérivabilité de f = lim f,,. Voici un exemple
plus “élémentaire” : pour n € N* soit f, : [-1,1] — R la fonction définie par
fa(t) == A/t2+ L. Alors les f,, sont de classe C* (micro-exo, la suite (f,) converge
simplement vers f(t) = |t| (autre micro-exo), et la convergence est en fait uniforme car

| fr(t) — =/t?+1/n— < 4/1/n pour tout n et pour tout ¢t € [—1,1] (exo :
on a \/u <f+fpourtousuv>0)

EXEMPLE 4. Soit (f,,) la suite de fonctions définies sur R par f,(t) = %emzt. Alors
fn(t) — 0 simplement, les f,, sont C!, f,,(t) — 0 uniformément, mais | f/ ()| — co pour
tout t € R. Donc : méme si f = lim f,, est de classe C!, la convergence uniforme de la
suite f,, vers f ne suffit pas pour affirmer que f, — f’.

4. Application : intégrales a parametres

Soit A un intervalle de R. On s’intéresse a une fonction f: A — C de la forme

FO) = f " FOut) dr.

a
ou F : A x[a,b] — C est une fonction telle que pour tout A € A, la fonction ¢ — F(\, t)
soit intégrable au sens de Riemann sur [a, b].
PROPOSITION 4. 1 Si la fonction F : A x [a,b] — C est continue sur A x [a,b],
alors la fonction f(A S F(\t)dt est continue sur A.
Démonstration. Soit A € A fixé, et soit (\,) une suite d’éléments de A telle que

An — A. On veut montrer que f(\,) — f(A).
Comme F est continue sur A x [a, b], on sait que F(\,,t) — F(A,t) uniformément

sur [a,b] (¢f 'Exemple 2.3 du Chapitre 1). Donc f(\,) = SZ F(An,t)dt tend vers
{* F(\t)dt = f(\), d’aprés le Théoreme 1.1. O

PROPOSITION 4.2. On suppose que la fonction F : A x [a,b] — C vérifie les hy-
pothéses suivantes :

(i) pour tout t € [a,b] fizé, la fonction X\ — F(\,t) est de classe C* sur A ;



22 2. PROPRIETES DE LA LIMITE D’UNE SUITE DE FONCTIONS

(i) la fonction (A t) — ’Z—I;(/\,t) est continue sur A x [a,b].

Alors la fonction f(X\) = S F(\t)dt est de classe C' sur A, et on peut dériver
sous lintégrale :
F
VieA : f'(\) = aa)\(/\t)d

Démonstration. En considérant séparément partie réelle et partie imaginaire, on
se ramene au cas ou F' est a valeurs réelles.

Par le “théoreme de continuité”, la fonction g(\) = SZ %I; A, t) dt est continue sur
A. Dong, il suffit de montrer que f est dérivable en tout point, avec f = g.

Soit A € A fixé. 1l s’agit de montrer que pour toute suite (\,,) tendant vers A (avec

An # A pour tout n), on a que W — g(A). On fixe donc une telle suite (\y).
On a par définition

b
FO) = FOV) = f (F(nt) — F(\ 1)) dt,

et donc

F) - ' FOw0 = F D),
An — /\ - A ’
De plus, par le théoréme des accmzssements ﬁms (applicable car F' est a valeurs
réelles), on peut écrire, pour tout t € [a, b] et pour tout n :
F(\y,t) — F(\t)  0F
An — A )
ou le point c¢,; est entre A et \,. En particulier, ¢,y — A quand n — o0, uni-

formément par rapport a t € [a,b] (car |cpr — A| < [Ny — A|, qui tend vers 0

et ne dépend pas de t). Comme la fonction ‘gf est continue sur A x [a, b], on en déduit

(¢f "Exemple 2.3 du Chapitre 1) que
F(An,t) — F(A, t) oF
An — A )
Donc, d’apres le théoreme 1.1,
fOw) = FO) [P oF
An — A o OA

(Cntat)a

— (A1) uniformément sur [a, b].

(0t dt = g(\).

2T
EXEMPLE. Calcul de l'intégrale I = f e dt.
0

Soit f : R — C la fonction définie par

2m it
ﬂMzJeMﬁ.
0
On vérifie sans aucune difficulté (micro-exo) que la fonction F(\,t) = e vérifie les
hypoytheses du “théoréme de dérivabilité”. Donc f est de classe C! sur R, avec
21

27(6 it ;. it
fA:f e ﬁ_Je%Mﬁ.
W= () d= |
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Mais si A # 0 est fixé, alors
it et _ i(i )xeit>

©e at\ix )

Donc
! 1 Aett I
') = [76 ]0 =0 pour tout A # 0.

i
Comme [’ est continue, c’est vraie également pour A = 0. Ainsi f’ = 0, et donc la
fonction f est constante sur R. En particulier f(1) = f(0), autrement dit

2m it 2 it
J ef dtzf L dt = 2r.
0 0

Ezxercice. Soit I : R — R la fonction définie par

I(z) = J e?°s0p.
0

Montrer que I est de classe C? et vérifie 'équation différentielle
221" (x) + «I'(x) — 2*I(x) = 0.

5. Convergence bornée et convergence dominée

Dans cette section, on va démontrer deux résultats d’interversion de limite et
d’intégrale beaucoup plus “performants” que le Théoréeme 1.1. Ces résultats s’appellent
le Théoréme de convergence bornée et le Théoréme de convergence dominée.
(Le second est en fait plus général que le premier, mais le premier est plus simple &
énoncer.)

5.1. Convergence bornée. Le Théoreme de convergence bornée est un résultat
d’interversion de limite et d’intégrale sur un intervalle compact [a,b], ou 'hypothese
de convergence uniforme de la suite de fonctions (fy,) est remplacée par une hypothese
du type “convergence simple + bornitude uniforme”.

THEOREME 5.1. Soit [a,b] € R un intervalle compact, et soit (f,) une suite de
fonctions intégrables au sens de Riemann sur [a,b]. On suppose que (fy) converge sim-
plement sur [a, b] vers une fonction f intégrable au sens de Riemann sur [a,b], et que la
suite (fy) est uniformément bornée, autrement dit qu’il existe une constante M telle

que | fn(t)| < M pour tout n et pour toutt € [a,b]. Alors SZ f(t)dt = lim, o SZ fn(t)dt.

Remarque. Formellement, le “point faible” du Théoréme 5.1 est qu’on doit supposer
que la fonction limite f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b]. L’hypothese ne
peut pas étre omise si on reste dans le cadre de 'intégrale au sens de Riemann : il y
a des cas ou la fonction limite n’est pas intégrable au sens de Riemann. Cependant,
il existe des théories de l'intégration plus générales, par exemple I'intégration dite au
sens de Lebesgue, qui permettent d’éliminer ce “point faible” : sous ’hypothese
“convergence simple + bornitude uniforme”, la fonction limite f est automatiquement
intégrable sur [a, b] au sens de la théorie considérée.

v P 51 va 8 . . .
La preuve du Théoreme 5.1 va étre un peu longue et un peu délicate; mais le
résultat en vaut la peine. On aura besoin de manipuler des sous-ensembles particuliers
de [a, b], qu’on qualifiera d’“élémentaires”.
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DEFINITION 5.2. On dira qu’un ensemble E < [a,b] est un ensemble élémentaire
si B est une réunion finie d’intervalles.

Remarque 1. Si E est un ensemble élémentaire, alors E est réunion finie d’intervalles
deuz a deux disjoints.

Démonstration. C’est un bon exo de rédaction. O

Remarque 2. Un ensemble E C [a, b] est élémentaire si et seulement si sa fonction
indicatrice 1g est en escalier sur [a, b].

Farr 1. La famille des ensembles élémentaires possede les propriétés de “stabilité”
suivantes.

(1) Si E est un ensemble élémentaire, alors E¢ = [a, b]\E aussi.

(2) Si Fy,...,EN sont des ensembles élémentaires, alors Fy U --- U Ex et E] N
-+ n EN aussl.
Démonstration. On la laisse & nouveau en exo. O

NOTATION. Si F est un ensemble élémentaire, £ = E = I, u --- U I, ou les
intervalles I, sont deux a deux disjoints, on pose

|El = L] + -+ [Tl

Ceci ne dépend pas de la facon d’écrire F sous la forme I1 U --- U I, avec des I
disjoints : on a en fait
b
|E| = f 1p.
a

On dit que |E| est la longueur de I'ensemble élémentaire E.

Remarque. On a |E| < b — a pour tout ensemble élémentaire E < [a, b].

Farr 2. Si E et F sont des ensembles élémentaires tels que £ n F' = (F, alors
|E v F| = |E| + |F|. Plus généralement, si E et F' sont des ensembles élémentaires
quelconques, alors

|Eu F|=|E|+|F|—|EnF]|
En particulier :

|E U Fs| <|E| +|F|.

Démonstration. On a lg,r = 1g+1p —1p~Fr (exo0); d’ou le résultat en intégrant
entre a et b. O

Voici maintenant le lemme crucial.

LEMME 5.3. Soit (Ey,)nen une suite d’ensembles élémentaires. Si |Ey| ne tend pas
vers 0 quand n — o0, alors il existe un point x € [a,b] qui appartient o une infinité de
E,.
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Démonstration. D’abord, on remarque que - _pour tout ensemble élémentaire F, on
peut trouver un ensemble élémentaire compact E C E tel que ]E | est aussi proche qu’on
veut de |E| (ex0). Donc on peut trouver une suite d’ensembles élémentaires compacts
E tels que En c k, ,_pour tout n et |E | ne tend pas vers 0. Par conséquent : quitte
a remplacer E, par En, on peut suposer que les F, sont compacts.

11 s’agit de montrer qu’il existe une suite strictement croissante d’entiers (my,) telle
que ﬂZO:O Emk 7& @

Farr. 1l existe un entier myg tel que |E, n Ep,,| ne tend pas vers 0 quand n — o0.

Preuve du Fait. Comme |E,| ne tend pas vers 0 quand n — o0, on peut supposer,
quitte a extraire une sous-suite, qu’il existe o > 0 tel que

|En| > a  pour tout n € N.

Supposons que |E; n E,| tende vers 0 quand n — o0, pour tout [ € N, et essayons
d’obtenir une contradiction.

Posons lp = 0. Par hypothese, on peut trouver un entier /; tel que |Ej, nEj, | < a/2;
et on a alors

|Elo Y Ell‘ = ’Elo| + |El1| - |Elo N Ell| = 3a/2‘

Ensuite, comme |(E;, u Ej,) n E,| < |Ej, n Ey| + |Ej, n Ey|, notre hypothese donne
que |(Ej, v Ej,) n Ep| — 0 quand n — o0. Donc on peut trouver un entier lp tel que
|(El, v Epy) N Ep,| < /2, et on a alors

|Ey, w By v E| = |Ey v Byl + |Ey| = (Bl v E) 0 Byl = 4a)/2.

On voit maintenant qu’on peut construire par récurrence une suite d’entiers (Ix)g=0
telle que

|Ep, w--- U B | = (k+1)a/2 pour tout k € N.
Alors |Ej, U -+ U Ej, | — o0, ce qui n’est pas possible car |Ej, U--- U Ej, | < b—a pour
tout k. g

On a donc démontré le Fait : il existe un entier mg tel que |E, N Ep, | ne tend pas
vers 0 quand n — oo. Si on réapplique le Fait avec la suite (E),) := (Ep, 0 Emg)n>me»
on obtient un entier m; > myg tel que |E, N Ey, N Ep,| ne tend pas vers 0 quand
n — 00; et ainsi de suite. Ainsi, on obtient une suite strictement croissante d’entiers
(my) telle que |Ey, N By, 0 -+ N Ey| ne tend pas vers 0 quand n — o0, pour tout
k € N. En particulier, Cy := Ep,, 0 -+ - 1 By, est non vide pour tout k € N. Mais (Cy)
est une suite décroissante de compacts car les F,, sont compacts. Donc ﬂzozo Cy # J,
i.e. Nieo Emy # &. Si on choisit x € (;_g Em,. alors z appartient & une infinité de
E,, par définition. O

Avant de donner la preuve du Théoréeme de convergence bornée, introduisons une
autre notation.

NOTATION. Si E C [a,b] est un ensemble élémentaire et si ¢ : [a,b] — R est une

fonction en escalier, on pose
b
f Q= J 1.
E a

Ceci a un sens car la fonction 1g ¢ est en escalier.

Remarque. Pour toute constante ¢, on a §,cl = ¢|E|.
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Fair 3. Si E, F sont des ensembles élémentaires tels que £ n F' = J et et si
¢ : [a,b] — R est une fonction en escalier, alors

Jewre=Joet e
EUF E F

Démonstration. C’est clair par linéarité de I'intégrale puisque 1 p = 1g+1p. O

On peut maintenant démontrer le Théoreme de convergence bornée.

Preuve du Théoréme 5.1. Quitte a remplacer f, par |f, — f| et M par 2M, on
peut supposer que f, = 0 et que f,, — 0 simplement. Il s’agit alors de montrer que

b
Sa fn — 0.

De plus, on peut également supposer que les f,, sont des fonctions en escalier. En
effet, pour tout n € N on peut trouver une fonction ,, en escalier telle que 0 < ¢, < f,
et SZ ©On = SZ fn—27". Alors ¢,, — 0 simplement ; et si on sait montrer que Ss pn — 0,
on saura que SZ fn — 0 car SZ fn — SZ on — 0.

Pour € > 0 et n € N, posons

E.p = {z€[a,b]; falz) =€}
Comme les f, sont des fonctions en escalier, on voit facilement que les E. , sont des
ensembles élémentaires (exo). De plus, pour tout £ > 0,

|Ezn| — 0 quand n — .

En effet, si si |E; | ne tendait pas vers 0, alors, par le Lemme 5.3, on pourrait trouver
un point x € [a, b] appartenant a une infinité de E; ,, autrement dit tel que f,(z) > ¢
pour une infinité de n; ce qui n’est pas possible puisque f,(xz) — 0.

Il est temps de conclure. Soit € > 0. D’apres ce qui précede, on peut trouver un
entier N tel que |E; | < e pour tout n > N. Sin > N, on a alors

b
J fon= fn + In par le Fait 3
a E:n Egyn

< M1+J el car f, < M et f, <esur Ef,
E&" Eg,n

= M|E.n| +¢|EC,|
< Me+ (b—a)e=(M+b—a)e.

Comme ¢ > 0 est arbitraire, on a donc bien montré que SZ fn— 0. O

REMARQUE 5.4. On peut affaiblir 1égerement les hypotheses du Théoreme de
convergence bornée : au lieu de supposer que (f,,) converge simplement sur [a, b] vers
une fonction f intégrable au sens de Riemann sur [a,b], il suffit de supposer qu’il
existe une fonction f : [a,b] — C intégrable sur [a,b] telle que f,(t) — f(t) pour
tout ¢ € [a,b]\S, ou S est un ensemble fini.

Démonstration. 11 suffit de redéfinir les f,, sur ’ensemble S. De fagon précise, on
pose fn(t) := fa(t) sit e [a,b]\S et fu(t) := f(t)sit e S. Alors chaque f, est intégrable
avec SZ ]?n = SZ fn, car fn ne differe de f,, que sur un nombre fini de points; la suite (]?n)
converge en tout point vers f; et la suite (fn) est toujours uniformément bornée. Si on
applique la Théoréme de convergence bornée a ( ]?n), on obtient le résultat souhaité. [
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REMARQUE 5.5. La conclusion du Théoreme de convergence bornée peut étre ren-
forcée : en appliquant le théoréme aux fonctions f,, := |f, — f| (exo : on peut le faire),
on voit qu’en fait

b
j Fult) — F(0)] dt 2225 0,

EXEMPLE 1. Soit ¢ : [a,b] — C une fonction intégrable au sens de Riemann. On
supose qu’on a |p(t)| < 1 pour tout ¢ € [a,b], et que |p(t)| < 1 pour tout ¢ € [a,b]\S,
ol S est un ensemble fini. Alors SZ o(t)"dt — 0 quand n — o0.

Démonstration. Si on pose fy,(t) := ¢(t)", alors f,(t) — 0 pour tout t € [a, b]\S,

et |fn(t)] < 1 pour tout n et pour tout t € [a,b]. Donc le Théoréme de convergence
bornée “amélioré” s’applique (Remarque 5.4). O

EXEMPLE 2. Montrons que pour tout 6 € R\27Z, on a

& cos(kf) )
(5.1) Z = —log|2sin(0/2)|.
k
k=1
Le fait que la série Y, % converge pour tout # € R\27Z découle par exemple

du critere d’Abel pour les séries (exo).

Le point de départ est d’écrire que

& cos(k6) (oo eik9>
2 = Re Z ,
ik ik

et que

ik i(k+1
+

0 e 0 e )0 © 1 DRI
Z — = Z — - Z ez(k-&-l)ﬁf ke — o0 ZJ kO ok g
k=1 k=0 k=0 k=0+0

0
En intervertissant formellement la somme et 'intégrale et en se souvenant que

0
. 1
. iko k _
V"EE[O,l[.ée A —m,
on obtient
Ool'kek lw'kek boda

(5.2) J e’ xdxzf e dxzf —_—
Donc

i €ik0 B ei@ Jl dx B J*l dx
ko 1—eify ), e — g
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On en déduit

0 1 1

Z cos(k0) :J Re <w> doe

= k 0 e W —x
1 et _

Jy e (e o

Jl cosf —x
= dx
o 1 —2xcosf + x2

fl x — cosf
= — —5 - dx
o (z—cosh)? + sin®0

—% [log((az — cos0)? + sin? 0)]

1
0

1
) log(2(1 — cosb));

ce qui est la formule souhaitée car 2(1 — cosf) = 4sin?(6/2).

Pour achever la démonstration, il reste donc a justifier proprement (5.2) ; ce qu’on
va faire en utilisant le Théoréeme de convergence bornée.

Pour n € N, notons f, : [0,1] — C la fonction définie par
n .
fn(l') _ Z ezk‘éxk
k=0
Chaque fonction f, est continue, donc intégrable au sens de Riemann sur [0,1]. De
plus,
falz) = f(x) := {0, Pow tout x € [0, 1].

La fonction f est continue sur [0, 1] car 0 ¢ 27Z, et donc intégrable au sens de Riemann
1—et(n+1)0 pn+1

sur [0,1]. Enfin, comme f,(z) = o, s ona
fu(2)] < — 2 tout 1 et tout z € [0, 1]
z)| < , our tout n et pour tout x 1]
n |1 _ 619113| p p

Le 2éme membre de I'inégalité est une fonction continue de x € [0, 1], et peut donc se
majorer par une constante M indépendante de = puisque [0, 1] est compact. On a ainsi

Vn Vx e [0,1] : |fu(x)| < M.

Donc le Théoreme de convergence bornée “amélioré” s’applique (Remarque 5.4 avec
S = {1}) : on peut affirmer que

Ll Folz) do =2 fl dz

o 1—efz’

dx
1—eify

. 1 1 .
autrement dit que >, _, So e*pkdy — So quand n — 00 ; ce qui est exactement

le contenu de (5.2).

EXERCICE. Le but de l’exercice est de donner une preuve de la formule (5.1) qui

n’utilise pas le Théoreme de convergence bornée.
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(1) Soit [a,b] < R un intervalle compact, et soit (f,) une suite de fonctions
intégrables au sens de Riemann, f, : [a,b] — C. Soit également f : [a,b] — C
une fonction intégrable au sens de Riemann. On suppose que la suite (f,)
converge simplement vers f sur [a,b[, et que la convergence est uniforme sur
tout intervalle de la forme [a, ], § < b. De plus, on suppose que la suite
(fn) est uniformément bornée sur [a,b]. Montrer (sans utiliser le Théoréeme
de convergence bornée!) qu’'on peut passer a la limite sous I'intégrale, i.e. que

SZ fo(z)dr — SZf(x) dx quand n — 0.
(2) Démontrer la formule (5.1).

5.2. Convergence dominée. Pour finir ce chapitre, on va aller un cran plus
loin dans la généralisation, en démontrant un théoreme d’interversion de limite et
d’intégrale ol on intégre sur un intervalle quelconque (pas forcément fermé borné).

On a d’abord besoin d’un peu de notations et de vocabulaire. Dans tout ce qui
suit, I est un intervalle de R, qu’on écrit

I =(a,b), ou—-w<a<b< oo

Le fait qu’on mette des parentheses signifie qu’on ne précise pas quelle est la nature
de l'intervalle I (ouvert, fermé, semi-ouvert).

e On dira qu’une fonction f : I — C est localement intégrable sur [ si elle est
intégrable au sens de Riemann sur tout intervalle compact [«, 5] < I. Par exemple,
toute fonction continue sur I est localement intégrable. Et si I est lui méme compact,
I = [a,b], alors “localement intégrable sur [a,b]” est synonyme de “intégrable au sens
de Riemann sur [a,b]” (micro-exo).

e Si g: I — R est une fonction localement intégrable positive, on pose

fg(t)dt:— lim ﬁg(t)dt.
I

a—at
«
B—bT

Cette limite exziste toujours dans RT U {00} car g = 0 : en effet, Sg g(t) dt croit quand
lintervalle [a, 8] < ]a,b[ “croit”, i.e. quand « décroit et quand S croit. Avec cette
notation, on voit qu’on a I’équivalence suivante :

J g(t)dt < oo <= lintégrale “généralisée” Sz g(t) dt existe;
I

et que dans ce cas on a {; g(t) dt = SZ g(t) dt. En conséquence, si 'intégrale généralisée”

SZ g(t) dt n’existe pas on posera SZ g(t)dt := oo. Ainsi, que l'intégrale “généralisée”

SZ g(t) dt existe ou non, on a

b 8

f o(t) dt J g dt = Tim | g(t)dt.

a (a,b) ;’;:Zi o

Insistons lourdement : ceci n’a pour le moment de sens que pour une fonction g > 0.
e Une remarque : si I est un intervalle fermé borné, I = [a,b] et si g : [a,b] — R

est intégrable au sens de Riemann, alors S[a b] g(t) dt est l'intégrale de g entre a et b au

sens usuel (exo). Il n’y a donc pas de conflit de notation : SZ g(t) dt a bien le sens qu’on
pense.
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e On dira qu’une fonction f : I — C est intégrable sur [ si f est localement
intégrable et si on a ;| f(t)|dt < o0 (ce qui a bien un sens car la fonction g := |f] est

localement intégrable et > 0); autrement dit, si l'intégrale “généralisée” SZ f(t)dt est
absolument convergente. Dans ce cas, et dans ce cas seulement, on pose

b
Lf(t)dt:z Ft)dt == lim, Y

st Ja
e Comme plus haut, si I est compact, I = [a,b], alors S[a b f(t)dt est Iintégrale
de f sur [a,b] au sens usuel : 'intégrale n’est pas du tout “généralisée”.

On peut maintenant énoncer le Théoréme de convergence dominée.

THEOREME 5.6. Soit I un intervalle quelconque de R, et soit (fn)nen une suite de
fonctions intégrables, f, : I — C. On suppose que la suite (f,) converge simplement
sur I vers une fonction localement intégrable f : I — C. De plus, on suppose que
I’hypothése de domination suivante est vérifiée : il existe une fonction g : I — RT
intégrable sur I telle que Vn ¥t € I : |fn(t)| < g(t) ; autrement dit :

VaVte @ |fa(t) <g(t) et Jg(t)dt<oo.
I

Alors la fonction f = lim f, est intégrable sur I, et §, f(t)dt = lim, e §; fu(t)
Ainsi : on a le droit d’écrire

L(lim fn(t)) i = lim | falt) de

n—0o0 n—o0

si on a su montrer que [’hypothése de domination est satisfaite.

Démonstration. On sait par hypothese que f est localement intégrable sur I. De
plus, en faisant n — oo dans I’hypotheése de domination, on obtient |f(¢)| < g(¢) pour
tout ¢ € I. Donc §, |f(t)|dt < §, g(t) dt < o0, et donc f est intégrable sur I.

Dans la suite, on écrit I = (a, b). Il reste donc & montrer que Sa fu(t) dt — SZ f(t)dt
quand n — 0.

Comme la fonction g est intégrable sur I, elle est en localement intégrable, et
donc bornée sur tout intervalle compact [a, 8] < I (les fonctions intégrables au sens
de Riemann sont bornées). D’apres 'hypothése de domination, on voit donc que la
suite (f,,) est uniformément bornée sur tout intervalle compact [«, 3] € I. D’apres le
Théoréme de convergence bornée et la Remarque 5.5, on en déduit que

B
(5.3) f |fu(t) — f(B)|dt =550 pour tous a < a < 8 < b.
«

Soit maintenant € > 0. Comme la fonction g est intégrable sur I = (a,b), on sait,
par définition de S g(t) dt, qu’on peut trouver a > a et 5 < b tels que

a b
J g(t)dt <e et J g(t)dt < e.

a B

Comme de plus |f,| < g et |f| < g et donc |f, — f| < 2g, on en déduit que pour tout
neN, on a
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Lb falt) dt — Lbf(t) dt‘ < Lb | fult) — F(2)] dt

« 3] b

ol
a « B
e

B b
<f 29(1) dt+f lt) — F()] dt + L 29(1) dt

B8
<te+ [ 150 - @) ar.
(0%
Comme « et [ sont fixés, on peut ensuite, par (5.3), choisir N € N tel que
B
f |fn(t) — f(t)|dt <e pour tout n > N.
«

On obtient ainsi , ,
Vn>=N : J fa(t)dt —J f(t) dt‘ < Se;

ce qui termine la démonstration. O

REMARQUE 5.7. La conclusion du Théoreme de convergence dominée reste valable
si on suppose seulement que f,(t) — f(¢) pour tout t € I\\S, ou S est un ensemble fini.
De plus, on peut renforcer cette conclusion : on a en fait que §, |fu(t) — f(t)|dt — 0
quand n — 0.

Démonstration. Exo. O

EXEMPLE. On va (& moitié¢) établir la célebre formule suivante :

o0 2
J e 2dt =+/2m.
—o0

On sait que l'intégrale “généralisée” SO_OOO e~t*/24dt existe (exo : le redémontrer). De

—t2/2

plus, en utilisant la parité de la fonction t — e et le changement de variable

u = t/+/2, on voit (exo) que
o0 2 Q0 2 Q0 9
J e 2dt = 2f e_2dt=2\/§f e " du.
—00 0 0

Il s’agit donc de montrer que

JOO e du = VT
0 2

L’idé de départ est de dire que pour tout x € R, on a
X n
e = lim (1-2)"
n—o0 n
ce qui se voit en écrivant (1 — 7)™ = exp (n log(1 — %)) pour n > x. Par conséquent,
on a

2 n
e = lim (1 - u) pour tout u € [0, o0].
n

n—oo
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Cela incite & introduire les fonctions f,, : [0,00[— R définies par

— ﬁ>n si0<u<+/n
0 siu=4/n
Les fonctions f, sont intégrables sur [0,00[ (ex0), et fo(u) — f(u) := e** pour tout
u € I := [0,00[. La fonction f est continue, donc localement intégrable (et il méme

clair qu’elle est intégrable sur [0, oo[). De plus, comme log(1 —¢) < —t pour tout ¢t < 1,
et donc (1 —t)" < e™™, on voit qu’on a

0< fo(u) < e = g(u) pour tout n et pour tout u € [0, o0[.

La fonction g étant intégrable sur [0, o0 (exo déja fait...), on peut donc appliquer le
Théoreme de convergence dominée :

foo f(u)du = lim N fn(u) du,
0

n—o0 0

o0 n 2\
J e~ du = lim <1 — u> du.
0 n=% Jo n

Ensuite, le changement de variable x := % donne

fon (1 — f)ndu =/n Ll(l — z%)"dx;

et si on pose maintenant x := cost, on obtient

n 2\ " 5
[(1=) = va [Feimoetar i v,
0

0 n

autrement dit

Les intégrales Wy := Sg (sin t)kdt sont célebres : on les appelle les intégrales de
Wallis. Ainsi, on a montré que

Q0
2 .
J e " du= lim v/nWani1.
O n—00

Pour conclure, on utilise le “fait bien connu” suivant (qui est non trivial, mais a
sturement été démontré en exercice un jour...) :

|
Wi~ — uand k — oo.
k o q
Ainsi \/n Wani1 ~ Vg /s = 1)z, et on en déduit immédiatement le résultat

souhaité : -
T
f e du = v,
0 2



Chapitre 3

Espaces métriques complets

1. “Rappel” : espaces métriques
1.1. Définition et exemples.

DEFINITION 1.1. Soit M un ensemble non vide. Une distance sur M est une
fonction d : M x M — R vérifiant les propriétés suivantes :

(0)
(i)
(i)

(iii) d(u,w) < d(u,v) + d(v,w) pour tous u,v,w € M (inégalité triangulaire).

d(u,v) = 0 pour tous u,v e M, et d(u,u) =0;
d(u,v)
d(u

,v) = d(v,u) pour tous u,v € M (symétrie) ;

= 0 seulement pour u = v (séparation des points) ;

Un espace métrique est un ensemble M muni d’une distance d.

EXEMPLE 1.2. Soit E un espace vectoriel normé, et soit M une partie non vide de
E. On définit une distance sur M en posant

d(u,v) :=|jv —u pour u,v € M.

On dit que d est la distance sur M induite par la norme de E. Ainsi, toute partie
d’un evn (et en particulier tout evn) est de maniére canonique un espace métrique.

EXEMPLE 1.3. Soit M un ensemble quelconque (non vide). On définit une distance
sur M en posant
0 siu=w
d(u,v) = {1 siu=v

On dit que d est la distance discrete sur M.

REMARQUE. “Par défaut”, toutes les distances s’appellent d, méme si on considere
plusieurs espaces métriques a la fois.

1.2. Ce qu’on peut faire avec des espaces métriques. On peut faire avec les
espaces métriques exactement les mémes choses qu’avec les espaces vectoriels normés :
définir les notions de suites convergentes, d’applications continues, de boules, d’ouverts,
de fermés, la notion d’espace métrique compact, la convergence simple ou uniforme
d’une suite d’applications... Seule différence : au lieu de |v — u| (pour des nombres) ou
de |v — u| (pour des éléments d’un evn général), il faut écrire d(u,v).

EXEMPLE 1. Soit (M,d) un espace métrique, soit (z,)neny une suite de points de
M, et soit a € M. Alors “x, — a” s’écrit

Ve >03INVn>=N : d(zp,x) <e.

Exercice. Montrer qu’on a “unicité de la limite” : si z, — a et z, — d/, alors
/
a=ada.

33
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EXEMPLE 2. Soit (M, d) un espace métrique, et soit O < M. On dit que O est un
ouvert de M si, pour tout a € M, on peut trouver r > 0 tel que B(a,r) < M.

FEzxercice. Montrer que toute boule ouverte de M est un ouvert de M.

EXEMPLE 3. Un espace métrique (K, d) est dit compact si toute suite (z,) de
points de K possede une sous-suite qui converge vers un point de K.

FEzxercice. Montrer que si K est un espace métrique compact et si M est un espace
métrique quelconque, alors toute application continue f : K — M est uniformément
continue.

EXEMPLE 4. Soient M et M’ deux espaces métriques, et soit (fy)nen une suite
d’applications de M dans M'. Soit aussi f : M — M'. On dit que la suite (fy,)
converge uniformément vers f si

Ve > 03N : d(fn(m),f(x)) < e pour tout n = N et pour tout x € M.

Exercice. Si les f,, sont continues, f, : M — M’, et si f, — f uniformément sur
M, alors f est continue.

1.3. Sous-espaces.

FAIT EVIDENT. Soit (E,d) un espace métrique et soit M une partie de E. Alors M
est lui méme de fagon canonique un espace métrique quand on le munit de la restriction
de d & M x M (qu’on appelle la distance induite par d sur M).

CONSEQUENCE. Si E est un espace métrique et si M € E, il y a des ouverts de E,
et aussi des ouverts de M.

PROPOSITION 1.4. Soit (E,d) un espace métrique, et soit M une partie de E. Soit
également O € M. Les propriétés suivantes ont équivalentes :
(1) O est un ouwvert de M ;

(2) il ewiste un owvert O de E tel que O = O ~ M.

Démonstration. On doit utiliser des notations différentes pour distinguer les boules
de E et les boules de M. Sia € E et r > 0, on notera B(a,r) la boule ouvert de centre
a et de rayon r dans E, autrement dit

B(a,r) ={z € F; d(z,a) <r};
et si a € M, on note Bys(a,r) la boule ouverte de centre a et de rayon r dans M :
Buyi(a,r) = {x e M; d(z,a) <r}.
Par définition, on a donc pour tout a € M :
Bys(a,r) = B(a,r) n M.

Supposons que O soit un ouvert de M. Pour tout point a € O, on peut donc trouver
rq > 0 tel que Bps(a,r,) € O. Alors

0= U Bur(a,r,);
acO
autrement dit

O = U(B(a,r) NnM) = (U B(a,r)) N M.

aeO aeO
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Comme Densemble O := U,eo B(a,r) est un ouvert de E (car les boules ouvertes
B(a,ry) sont des ouverts), on a donc montré que (1) entraine (2).

Inversement, supposons que O = O~ M ot O est un ouvert de E. Alors tout point
a € O appartient & O donc on peut trouver r, > 0 tel que B(a,r,) S O et on a ainsi

Bu(a,rq) = Bla,re) "M < O~ M = O. Ceci étant vrai pour tout a € O, on en déduit
que O est un ouvert de M. O

EXEMPLE. On prend E =R et M = [0,1]. Alors O = [0, 1] est un ouvert de [0, 1]
car [0,1[ =] — o0,1[n[0,1] et O :=] — 00, 1| est un ouvert de R; mais [0, 1] n’est pas
un ouvert de R.

COROLLAIRE 1.5. Si O est un ouvert de E tel que O < M, alors O est un ouvert
de M.

Démonstration. C’est évident par la proposition : comme O € M,ona O = OnM ;
donc O := O témoigne que O est un ouvert de M. O

COROLLAIRE 1.6. Si Q est un ouvert de E, alors tout ouvert de ) est aussi un
ouvert de FE.

Démonstration. C’est a nouveau évident : si O = O n 2 ou O est ouvert dans F,
alors O est un ouvert de E car 'intersection de deux ouverts est un ouvert. O

COROLLAIRE 1.7. Un ensemble FF < M est un fermé de M si et seulement si il est
de la forme FF = F n M, ou F est un fermé de E.

Démonstration. Exo. (Utiliser le fait qu'un ensemble est fermé si et seulement si
son complémentaire est ouvert.) O

COROLLAIRE 1.8. Tout fermé de E contenu dans M est fermé dans M. Inverse-
ment, si M est fermé dans F, alors tout fermé de M est aussi un fermé de E.

1.4. Produits.

DEFINITION 1.9. Soient (My,d),...,(My,d) des espaces métriques, et soit M =
My x -+ x My. On écrit un élément x de M sous la forme z = (z(1),...,z(N)),
ot x(i) € M; pour i = 1,...,N. La distance produit sur M, notée d, est définie
comme suit : st u,v € M, alors

doo (u, v) := max(d(u(1),v(1)),...,d(u(N),v(N))).
FEzxercice. Montrer que dy, est bien une distance sur My x --- x M.

LEMME 1.10. Une suite (x,,) de points de M = M x ---x My converge vers x € M
pour la distance produit si et seulement si elle converge “coordonnée par coordonnée”,
i.e. (i) — x(i) pour tout i€ [1, NJ.

Démonstration. Si x, — x pour do, alors x,(i) — x(i) pour tout i € [1,N]
car d(zp (i), (1)) < do(xp, x). Inversement, si x, (i) — x(i) pour tout i € [1, N, alors
Xy, — T pour do car do (T, ) < Zf\il d(zn (i), z(7)), qui tend vers 0 quand n — co. [

Ezercice. Montrer que si O1,...,Opn sont des ouverts de My, ..., My respective-
ment, alors O; X --- x On est un ouvert de My X -+ x My.
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2. Suites de Cauchy, espaces métriques complets

DEFINITION 2.1. Soit (M,d) un espace métrique, et soit (xy) une suite de points
de M. On dit que (x,,) est une suite de Cauchy si d(z,,z,) tend vers 0 quand p et
q tendent vers linfini; autrement dit, si

Ve > 03N Vp,q= N : d(zp,z4) <e.
Lorsque M est une partie d’un evn, cela s’écrit donc
Ve > 03N Vp,g =N : |zg—xp| <e.
REMARQUE 2.2. Toute suite convergente est de Cauchy

Démonstration. Si x, — a alors, comme d(xp,zq) < d(zp,a) + d(a,z4) pour tous
g € N, on voit que d(zp, ) — 0 quand p,q — o0. O

REMARQUE 2.3. La réciproque est fausse en général.

Démonstration. Prenons par exemple M := ]0,00[, muni de la distance usuelle
induite par la valeur absolue de R. Si on pose x, := % pour tout n € N*, alors la suite
() et de Cauchy dans M car d(zp,xq) < % + é — 0 quand p,q — o0, mais elle ne
converge pas dans M car elle tend vers 0 et 0 ¢ M. ]

REMARQUE 2.4. Dans un evn, toute suite de Cauchy (x,) est bornée, i. e. il existe
une constante C telle que Vne N : |z,| < C.

Démonstration. Par définition d’une suite de Cauchy, on peut trouver un entier N
tel que |x4 — zp| < 6 pour tous p,q = N. On a ainsi

]l < 2 — an]l + lon] <6+ Jex]  pourn > N.

Donc, si on pose C' := max(||zo],...,|zn-1],6 + |zn]), alors |z,]| < C pour tout
neN. O

Exercice. Montrer que dans tout evn E # {0}, il existe des suites bornées qui ne
sont pas de Cauchy.

DEFINITION 2.5. On dit qu’un espace métrique (M,d) est complet si toute suite
de Cauchy d’éléments de M est en fait convergente dans M.

Remarque. Un espace vectoriel normé complet s’appelle un espace de Banach.

FEzercice. Soit E un espace vectoriel. Montrer que si | - | et | - ||" sont deux normes
équivalentes sur E, alors E est complet pour | - || si et seulement si il est complet pour

|-
EXEMPLE 2.6. R et C sont complets pour leurs distances usuelles.

Démonstration. C’est exactement ce que dit le critére de Cauchy pour les suites
numériques. O

EXEMPLE 2.7. ]0, o0 n’est pas complet pour la distance usuelle.
Démonstration. On 'a faite plus haut. O

EXEMPLE 2.8. Tout evn E de dimensions finie est complet.
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Démonstration. Par équivalence des normes en dimension finie, on peut supposer
que E = (K4 | - |o), ot K=R ouC et d=>1 (c¢f 'exo donné plus haut). On écrit un
élément z de E sous la forme z = (z(1),...,z(d)) avec z(i) € K pour i = 1,...,d.

Soit (z,,) une suite de Cauchy dans E = (K%, | - |l,). Comme |z,(i) — 2,(i)] <
|zg — xp| o pour tous p, g € N, on voit que pour chaque i € [1, d], la suite (xy,(%))nen est
de Cauchy dans K. Comme K est complet, on en déduit que x, (i) admet une limite
z(i) € K quand n — o0, pour tout ¢ € [[1,d]]. Si on pose z = (m(l),...,aj(d)) e K9,
alors x,, — = “coordonnée par coordonnée”, et donc pour la norme || - |4 (exo). Ainsi,
toute suite de Cauchy (x,,) S E est convergente. O

EXEMPLE 2.9. Pour tout ensemble I # &, espace (¢*(I), | - |«) est complet.

Démonstration. Soit (f,) une suite de Cauchy dans ¢*(I). Pour montrer que (fy)
converge dans ¢*(I), on procede en 3 étapes.

ETAPE 1. Identification d’un “candidat limite” f.

Pour tous p,q € N et pour tout t € I, on a | fq(t) — fp(t)| < | fq — fplwo par définition de
la norme | - |o. Donc, comme (f,,) est de Cauchy pour | - |4, on voit que pour tout
t € I, la suite (f,(t)) est de Cauchy dans C, et donc admet une limite f(¢) € C. Ainsi,
on voit apparaitre une fonction f : I — C telle que f,,(t) — f(t) pour tout t € I.

ETAPE 2. Le “candidat limite” est dans le bon espace, i.e. f € ¢%(I).

Comme (fy,) est de Cauchy, elle est bornée dans ¢*(I) : on a une constante C' telle que
| fnlleo < C pour tout n € N, autrement dit

VneNVtel : |fu(t) <C.
Comme f,(t) — f(t) pour tout ¢t € I, on en déduit
Viel : |f(t)] <C;
autrement dit f € £*°(I) et || f]loo < C.
ETAPE 3. La suite (f,) tend vers f pour la distance de (*(I), i.e. || fn — f]o — 0.

Soit € > 0 quelconque. Comme (f,) est de Cauchy dans ¢*(I), on peut trouver un
entier N tel que | fn, — fim]o < € pour tous m,n > N ; autrement dit

Vm,n =N Vtel : |fu(t)— fm(t)] <e.
Comme f,(t) — oo pour tout ¢t € I quand m — o0, on en déduit
Vn=NVtel : |fu(t)— f(t)| <e;

autrement dit || f,— f|o < € pour tout n = N. On a donc bien montré que | f,— f|loo — 0
quand n — 0. O

Remarque. Pour cet exemple, on aurait pu aller plus vite en invoquant le critére
de Cauchy uniforme (exo : écrire les détails). Mais il est important d’avoir bien retenu
le principe de la “preuve en 3 étapes”.

Ezercice. Soit £*(N) I'ensemble de toutes les suites de nombres complexes x =
(2(7))i=o telles que la série Y. z(i) est absolument convergente. Pour = € ¢1(N), on pose

[ = D (@)]-
=0
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Montrer que (ﬂl (N), || - Hl) est complet. (Suivre le méme plan que pour ¢ (). 1l sera utile
de remarquer que pour x = (z(i))i=0 € CY et ¢ € R*, on a I’équivalence suivante : x € ¢/!(N)
avec ||z]; < ¢ si et seulement si VK >0 : ZzK:o |z(3)] < ¢).

EXEMPLE 2.10. Si [a,b] est un intervalle compact de R, 'espace C([a,b]) est com-
plet pour la norme | - |-

Démonstration. Soit (f,) une suite de Cauchy dans (C([a,b]),] - [«). Alors (fn)
est de Cauchy dans ¢*([a,b]), donc elle converge dans ¢*([a,b]) vers une fonction
f : [a,b] —> R puisque ¢*([a,b]) est complet ; autrement dit f,, — f uniformément.
Mais les f,, sont continues, donc f est continue, i.e. f € C([a,b]). Et || fr, — fllco — O,
donc f, — f au sens de la convergence dans C([a, b]). O

EXEMPLE 2.11. Soit [a,b] un intervalle compact de R, et soit C!([a,b]) I'espace
vectoriel constitué par toutes les fonctions f : [a,b] — C de classe C'. Pour f €
CY([a,b]), on pose |fllcr := |Ifleo + | f'|co- Alors C([a,b]) est complet pour la norme
| ller-

Démonstration. Soit (f,) une suite de Cauchy dans (C'([a,b]),| - [c1). Comme
Ifqg = folloo < Ilfg = fpler et ch/, - f]/)HOO < |[fg — foler pour tous p,q € N, et comme
les f, et les f! sont continues, on voit que les suites (f,) et (f),) sont de Cauchy
dans (C([a,b]), | - |l«), qui est complet. Donc (fy) et (f}) convergent dans C([a,b]);
autrement dit, on a deux fonctions continues f et g telles que f, — f uniformément
et f! — g uniformément. Alors, par le théoreme sur les suite de fonctions C', on peut
affirmer que f est C! et f/ = g. Ainsi, f € C*([a,b]) et | fn — flcr = IIfn — floo + [If2 —
glle — 0; donc f, — f au sens de la convergence dans C!([a, b]). O

EXEMPLE 2.12. Tout espace métrique compact est complet.

Démonstration. Soit (K,d) un espace métrique compact, et soit (z,,) une suite de
Cauchy dans K. Comme K est compact, la suite (z,) possede une sous-suite (z,, ) qui
converge vers un point z € K. On va montrer que la suite (z,) “tout entiere” converge
vers .

Soit € > 0 quleconque. Comme (z;,) est de Cauchy, on peut trouver un entier N
tel que d(zp, z4) < € pour tous p,q = N, puis un entier kg tel que ny = N pour tout
k > ko. On a alors d(zy,zp,) < € pour tout n = N et pour tout k > ko; et comme
Zp, — , on en déduit (en faisant k — o) que d(x,,z) < € pour tout n = N. Donc
Ty — X. O

REMARQUE. On a en fait démontré le résultat suivant : dans un espace métrique
(M,d) quelconque, si une suite de Cauchy (x,) posséde une sous-suite convergente,
alors la suite (z,) “tout-entiére” converge.

ExXEMPLE 2.13. Soit M un ensemble quelconque, et soit d la distance discrete sur
M. Alors (M, d) est complet.

Démonstration. Exo. O

3. Sous-espaces et produits
3.1. Parties complétes d’un espace métrique.

PROPOSITION 3.1. Soit (E,d) un espace métrique, et soit M = E. Si M est complet
pour la distance induite (autrement dit : si l’espace métrique (M, d) est complet), alors
M est fermé dans E.
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Démonstration. Soit (x,) une suite de points de M telle que z,, — x € E. Il s’agit
de montrer que z € M. Comme (z,,) converge dans E, elle est de Cauchy dans F, donc
de Cauchy dans M ; et comme M est supposé complet, la suite (x,) converge dans M,
autrement dit z,, — 2’ € M. Par unicité de la limite, on a 2’ = x; et donc zx € M! O

COROLLAIRE 3.2. Si E est un evn quelconque, alors tout sous ev de dimension
finie M € FE est fermé dans E.

Démonstration. On a vu que tout evn de dimension finie est complet. O

ExeEMPLE 1. Q, R\Q et ]0, o[ ne sont pas complets pour la distance usuelle.
Démonstration. Ils ne sont pas fermés dans R. ]
EXEMPLE 2. C!([a,b]) n’est pas complet pour la norme || - | (si a < b).

Démonstration. 11 suffit de montrer que C!([a,b]) n’est pas fermé dans I’espace
(b, | - o).

Cela peut se voir par exemple a 'aide du théoreme de Weierstrass : ’ensemble
des fonctions polynomiales est dense dans C([a, b]), donc a fortiori C([a,b]) est dense
dans C([a, b]) ; donc si C!([a, b]) était fermé dans C([a, b]), on devrait avoir C!([a,b]) =
C([a,b]), ce qui n’est visiblement pas le cas (exo).

On peut aussi donner une preuve “élémentaire”. Soit m = QTH’ le milieu de [a, b], et

pour n € N*, soit f, : [a,b] — R la fonction définie par f,(t) := 4/(t —m)2 + L. Les f,

sont de classe C! (exo), et convergent uniformément vers f(t) = A/(t —m)2 = [t — m|

(autre exo). Comme f n’est pas de classe C!, cela montre que C*([a, b]) n’est pas fermé
dans C([a, b]). O

PROPOSITION 3.3. Soit (E,d) un espace métrique complet, et soit M < E. Si M
est fermé dans F, alors M est complet pour la distance induite, i.e. I’espace métrique
(M, d) est complet.

Démonstration. Supposons M fermé dans E. Soit (z,) une suite de Cauchy dans
M. Alors (x,,) est de Cauchy dans E qui est complet, donc (z,) converge dans E vers
un certain z € E. Comme M est supposé fermé dans E et comme tous les x, sont dans
M, on ax e M; donc (x,) converge dans M. O

EXEMPLE 1. [0, 00[ est complet pour la distance usuelle, car il est fermé dans R.

EXEMPLE 2. On a vu que si [a,b] est un intervalle compact de R, alors C([a,b])
est fermé dans ¢ ([a, b]) (c’est la traduction du théoréeme sur la limite d’une suite de
fonctions continues). Comme ¢*([a, b]) est complet pour la norme | - |4, cela entraine
que C([a, b]) est également complet (ce qu’on a déja démontré, avec en fait exactement
la méme preuve).

3.2. Produits d’espaces complets.

PROPOSITION 3.4. Si My,..., My sont des espaces métriques complets, alors [’es-
pace produit M = My x --- x My est complet pour la distance produit.

Démonstration. Aux notations pres, la preuve est identique a celle de la complétude
de (K%, | - ||ls). Exo : écrire les détails. O
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4. Séries dans un evn

DEFINITION 4.1. Soit E un evn, et soit (ux) une suite de points de E. On dit que
la série Y u, converge dans E si la suite des sommes partielles S, := Y ._,ug
admet une limite dans F.

Exemple 1. Si on prend E := R ou C, alors une série > uy converge dans E si et
seulement si elle converge au sens usuel.

Exemple 2. Si on prend E := (¢*(I),| - |0), alors une série >, uy converge dans F
si et seulement si la série de fonctions > ux(t) converge uniformément sur I.

THEOREME 4.2. Soit E une espace de Banach. Si (ug) est une suite d’éléments
de E telle que la série a termes positifs Y, |uy| est convergente, alors la série ) uy
converge dans FE.

Démonstration. Comme E est supposé complet, il suffit de montrer que les sommes
partielles S, = >;'_, u forment une suite de Cauchy. Mais ceci est “évident” :sip < g,
alors

q q
1Sa=Spl = | D3 )< D ] 250,
k=p+1 k=p+1
puisque la série Y [lug| est convergente. O

Remarque 1. Si on prend F := R ou C, on retrouve le théoreme disant que toute
série absolument convergente est convergente; et si on prend F := ¢{*(I), on retrouve
le théoreme disant que pour une série de fonctions, la convergence normale entraine la
convergence uniforme. La preuve dans le cas d’un espace de Banach général est en fait
exactement la méme que dans ces deux cas particuliers.

Remarque 2. Le théoreme peut s’énoncer comme suit : dans un evn complet, toute
série “normalement convergente” est convergente.

Il se trouve que le théoreme 4.2 est en fait une caractérisation de la complétude :

PROPOSITION 4.3. Soit E un evn. Si on sait que toute série “normalement conver-
gente” a termes dans E est convergente dans E, alors on peut conclure que E est
complet.

Démonstration. Soit (x,) une suite de Cauchy d’éléments de E. Si on applique la
définition d’une suite de Cauchy avec ¢ = 27%, on voit que pour tout k € N, on peut
trouver un entier n; tel que

Vp,q=mny c |lrg — x| <278
De plus, on peut supposer que la suite (ng) est strictement croissante (micro-exo).
Comme ngy1 = ng, on a alors en particulier
[ Tny = 2, || < P pour tout k € N.

Donc, si on pose uy := Tp,,, — Tn,, on voit que la série ) |lug| est convergente. Par
hypotheése sur E, on en déduit que la série > uj converge dans E. Mais pour tout
k=1, o0na

k—1 k—1
Z Uy = Z (x’nzurl - -’Eni) = xnk — Ty
=0 i=1

et par conséquent, la suite (mnk) est convergente.



5. POINTS FIXES POUR LES APPLICATIONS CONTRACTANTES 41

Ainsi, la suite (x,) posseéde une sous-suite convergente (z,,). Comme (z,) est de
Cauchy, on en déduit (c¢f la preuve du fait que tout espace métrique compact est
complet) que la suite (x,) “tout entiere” est convergente. Donc E est complet. g

5. Points fixes pour les applications contractantes

DEFINITION 5.1. Soient (M,d) et (M',d) deux espaces métriques, et soit f: M —
M.
(1) Etant donné k € R™, on dit que f est k-lipschitzienne si
Vu,ve M : d(f(u), f(v)) < kd(u,v).
(2) On que f est lipchitzienne si elle est k-lipschitzienne pour une certaine
constante k € RT.

(3) On dit que f est contractante si elle est k-lipschitzienne pour une certaine
constante k < 1.

Exemple 1. Soit I un intervalle de R, et soit f : I — R une fonction dérivable. Si
f est bornée sur I, alors f est lipschitzienne. Plus précisément, f est k-lipschitzienne
avec k 1= | f'||s0-

Démonstration. Exo (utiliser I'inégalité des accroissements finis). 0

FEzercice. Montrer que la réciproque est vraie : si f : I — R est dérivable et
lipschitzienne, alors la fonction f’ est bornée sur I.

Exemple 2. Soit [a,b] un intervalle compact de R, et soit f : [a,b] — R de classe
C!. Sion a |f/(t)| < 1 pour tout t € [a,b], alors f est contractante.

Démonstration. Par hypotheése f’ est bornée; donc, d’aprés Exemple 1, f est k-

lipschitzienne avec k = | f’||c < 1. De plus, comme la fonction |f’| est continue sur
le compact [a, b], elle atteint sa borne supérieure. Donc k = |f/(tp)| pour un certain
to € [a,b], et donc k < 1. Par conséquent f est contractante. O

THEOREME 5.2. (Théoréme du point fixe)

Soit (E,d) un espace métriqgue complet, et soit M € E une partie fermée de E. Soit
également f : M — E. On suppose que

o le fermé M est stable par f, i.e. f(M)< M ;

e ['application f est contractante.

Alors f posséde un et un seul point fixe dans M, autrement dit, il existe un unique
point a € M tel que f(a) = a.

De plus, si on part d’un point quelconque xoy € M, alors la suite (Tp)nen définie
par la récurrence 1 = f(x,) converge vers a, et la convergence a lieu “a vitesse
géométrique” : il existe une constante k < 1 telle que d(xy,a) = O(k™) quand n — oo.

Démonstration. Par hypothese, f est k-lipschitzienne pour une certaine constante
k<1

(i) Si a et b sont deux points fixes de f, alors 0 < d(a,b) = d(f(a), f(b)) < kd(a,b).
Comme k < 1, ceci n’est possible que si d(a,b) = 0, i.e. a = b. Ainsi, f possede au plus
1 point point fixe.
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(ii) Montrons maintenant ’exsitence d’un point fixe, et la partie “de plus”. Soit
xo € M. Comme M est stable par f, la suite (z,,) est bien définie. Si n > 1, alors
d(xn, Tnt1) = d(f(xn-1), f(zn)) < kd(xp_1,zy). Par récurrence, on en déduit qu’on a

d(p, xpi1) < k"d(z9,21) pour tout n € N.
Par conséquent, si p < ¢, alors

d(xp, zq) < d(p, Tpi1) + d(prrl’prrZ) + oo+ d(@g-1,2q)

d(xo,x1) Z K.

Comme la série Y k% est convergente (puisque k < 1), on en déduit que d(zp,z4) — 0
quand p,q — oo. Ainsi, la suite (x,) est de Cauchy, donc elle converge vers un point
a € FE car E est complet; et on a a € M car les x,, sont dans M et M est fermé
dans E. Comme a = limz,, et comme f est continue (car lipschitzienne), on a f(a) =
lim f(x,) = limx,+1 = a. Ainsi, a est un point fixe de f. Enfin, pour la vitesse de
convergence, on revient a I'inégalité

d(zn,zq) < d(zo,x1) 2 k',

valable des que n < ¢. En faisant tendre g vers 1’1nﬁn1, on en déduit

3307331)

d(xn,a) < d(zo,x1) Z k= x k™ pour tout n € N;

et donc d(xy,a) = O(k™). O

ILLUSTRATION. Soit F un espace de Banach. Si h : F — FE est une application
contractante, alors ® = idg + h est une bijection de F sur F.

Démonstration. On veut montrer que pour tout y € F, il existe un unique z € F
tel que ®(x) = y. Autrement dit, on veut montrer que 1’équation x + h(x) = y possede
une unique solution z € E. Cette équation est équivalente a

z = fy(x), ou fy(z):=y—h(x).
Ainsi, on veut montrer que l'application f, : £ — E posséde un unique point fize; et
comme FE est un evn complet, il suffit pour cela de montrer que f, est contractante.
Mais ceci est évident car h est contractante et

1 £y(v) = fy(w)| = [ (y — h(v)) = (y — h(w)) | = [~(u) — h(v)| pour tous u,v e E.
O

6. Fermés emboités

“RAPPEL” : THEOREME DES COMPACTS EMBOITES. Soit M un espace métrique. Si
(K3 )nen est une suite décroissante de compacts non vides de M, alors ﬂneN K, #J.

Démonstration. Pour n € N, on choisit un point z,, € K,. Comme la suite (K,)
est décroissante, tous les x, sont dans Ky, qui est compact; donc (x,) posséde une
sous-suite (zp,) qui converge vers un point zo € Ko. Si n € N est fixé, on a np > n
pour k assez grand, et donc z,,, € K,, car K,,, < K,,. Donc o, = limz,, € K, car K,
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est fermé dans M. Ceci étant vrai pour tout n € N, on a ainsi zo € [ ),cp Kn, €t donc
cette intersection est bien non vide. ]

REMARQUE. Le résultat est faux si les K, sont seulement supposés fermés dans
M : considérer par exemple M := R et K,, := [n, oo pour tout n € N.

DEFINITION 6.1. Soit (M,d) un espace métrique, et soit A < M avec A # . Le
diameétre de A est le “nombre” diam(A) € [0, 0] défini par

diam(A) = sup {d(u,v); u,v € F}.

Ezxercice 1. Si M =R, alors diam(A) = sup(A4) — inf(A).

Ezercice 2. On suppose que M est un evn. Alors diam(A) < oo si et seulement si
A est borné, i.e. il existe une constante C' telle que Vz e A : |z|| < C.

Ezxercice 3. Si B < M est une boule de rayon r > 0 (ouverte ou fermée), alors
diam(B) < 2r.

PROPOSITION 6.2. (Théoréme des fermés emboités)

Soit (M, d) un espace métrique complet, et soit (F,) une suite de fermés non vides de
M. On suppose que la suite (F,,) est décroissante, et que diam(F,,) — 0 quand n — o0.
Alors (), en Frn est non vide, et réduite a un point.

Démonstration. (i) Pour n € N, on choisit un point z,, € F,. Si p,q € N, alors
Ty et xp sont dans Fine) car la suite (F,) est décroissante; donc d(wp,rq) <
diam(Fmin(nq)), et donc d(xp,z4) — 0 quand p,q — o0 car diam(F,) — 0. Donc
la suite (z,) est de Cauchy. Comme M est supposé complet, on en déduit que (z,)
converge vers un point ro, € M. Si n € N est fixé, on a x; € F,, pour tout k > n car
xz € Fl et Fj, € F,, et donc x, = limxy, € F,, car I, est fermé dans M. Ainsi z, € F,
pour tout n € N, et donc (), Fn # .

(i) Si a,b € (),,en Fn, alors 0 < d(a, b) < diam(F,,) pour tout n € N; donc d(a,b) =
0 car diam(F},) — 0, et donc a = b. Ainsi, [,y Fn est réduite & un point. O

neN

ILLUSTRATION. Soit (M,d) un espace métrique complet. On suppose que toute
boule ouverte non vide de M contient au moins deux points. Alors M est nécessairement
non dénombrable.

Démonstration. Supposons que M soit dénombrable, autrement dit qu’on puisse
écrire M = {ay,; n € N}.

Par hypothese, M n’est pas réduit a 1 point ; donc on peut choisir un point by # ag
dans M. Soit ¢ tel que 0 < g9 < 270 et d(bg, ag) > eo, et soit Fy := B(bg,eq). Alors
ap ¢ Fo.

Ensuite, la boule ouvert B(bg,eg) n’est pas réduite & 1 point ; donc on peut choisir
un point by # a; dans B(bg, o), puis €1 tel que 0 < g1 < 271 et d(by,a1) > €1, avec
de plus B(by,e1) < B(bo, o). Alors Fy := B(b1,1) est contenu dans Fy = B(b, £0), et
al ¢ F 1.

Par récurrence, on voit maintenant qu’on peut construire une suite décroissante de
boules fermées F,, = B(by,,en), avec 0 < g, < 27", telle que a,, ¢ F, pour tout n € N.
Alors diam(F},) — 0 car diam(F},) < 2¢,; donc, par le Théoreme des fermés emboités,
(en Fr est non vide, et réduite & un point a. Comme a,, ¢ Fy,, on a a # a,, pour tout
n € N, ce qui contredit le fait que M = {a,; n € N}. ]
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Ezercice 1. En utilisant le résultat précédent, montrer que Q n’est complet pour
aucune distance d telle que la convergence dans (Q, d) soit équivalente a la convergence

dans (Q,| - |).
1

FEzercice 2. Pour z,y € ]0,0[, on pose d(z,y) := |y — x| + b — 1|. Montrer que d
est une distance, que la convergence dans (]0, [, d) est équivalente a la convergence

dans (]0, [, | - |), et que cependant (]0, o[, d) est complet.

7. Théoréme de Baire

RAPPEL. Soit M un espace métrique. On dit qu'un ensemble D < M est dense
dans M si on a D = M (ce qui revient & dire que tout point de M est limite d’une
suite de points de D).

FEzxercice 1. Montrer que D est dense dans M si et seulement si D n O # J pour
tout ouvert non vide O < M.

FEzercice 2. Montrer que D est dense dans M si et seulement si M\D est d’intérieur
vide dans M.

THEOREME 7.1. (Théoréme de Baire)

Soit (M,d) un espace métrique complet, et soit (Op)neny une suite d’ouverts de M.
On suppose que tous les Oy, sont denses dans M. Alors G = (). On est encore dense
dans M ; et en particulier, (), ey On # .

Démonstration. 1l suffit de montrer que pour tout ouvert non vide O € M, on a
GnO #J.

Comme Og est dense dans M et O est un ouvert non vide, on a Oy N O # . Soit
zg € Og N O. Comme O n O est un ouvert de M, on peut trouver un g9 > 0 tel que
B(z0,20) € Og n O, avec de plus g9 < 27°.

Comme O; est dense dans M et B(xg,gp) est un ouvert non vide, on a O1 N
B(zg,e0) # &. Soit &1 € O1 n B(xp,g0). Comme O1 N B(xg,£0) est un ouvert, on peut
trouver 1 > 0 tel que B(z1,¢1) € O1 n B(xg,¢0), avec de plus ;7 < 271, On a alors
en particulier B(x1,e1) S B(zo,20) et B(z1,21) < O;.

On voit maintenant qu’on peut construire par récurrence une suite décroissante de
boules fermées B(x,,¢,), avec &, < 27", de sorte que B(zy,e) S O, pour tout n € N.

Par le Théoreme des fermés emboités (applicable car €, — 0), U'intersection de
toutes les boules B(x,, €,) est non vide, réduite & un point a. Par le choix des B(zy, €, ),
le point a appartient a O, pour tout n € N, autrement dit a € G; et a € O également
car a € B(wg,g9) et B(zg,e0) S O. Ainsi, on a bien montré que G n O # & pour tout
ouvert O # (. O

COROLLAIRE 7.2. Soit (M,d) un espace métrique complet, et soit (Fy)nen une
suite de fermés de M. Si tous les F;, sont d’intérieur vide dans M, alors H = J,,cn Fn
est encore d’intérieur vide, et donc | J, oy Frn # M. Par contraposée : si |,y Fn est
d’intérieur non vide dans M (par exemple si| ), Frn = M), alors l'un au moins des
F,, doit étre d’intérieur non vide dans M .

Démonstration. C’est immédiat par le théoreme, en passant aux complémentaires
et en se souvenant qu’'un ensemble A € E est d’intérieur vide si et seulement si son
complémentaire est dense. ]
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ILLUSTRATION 1. Soit M un espace métrique complet dans lequel toute boule
ouverte non vide contient au moins 2 points. Montrons & nouveau que M n’est pas
dénombrable.

Supposons qu’on puisse écrire M = {a,; n € N}. Alors F' = | J,,.jy Frn, oU Fy, = {an}.
Les F}, sont des fermés de M ; donc, par le Théoreme de Baire, il existe un entier n tel
que F;, soit d’intérieur non vide dans M. Alors F), contient une boule ouverte B # (7,
et donc F,, = {a,,} contient au moins 2 points; ce qui est par hypothese faux.

ILLUSTRATION 2. Montrons que l'espace vectoriel R[ X]| n’est complet pour aucune
norme.

Soit | - || une norme quelconque sur R[X]. Pour montrer que (R[X], || - ||) n’est pas
complet, il suffit de trouver une suite (F,) de fermés de (R[X],| - ||) telle que chaque
F, est d’intérieur vide et cependant | J,, . Frn = R[X].

Pour n € N, posons

F, := {p e R[X]; deg(p) < n}.

On a évidemment [ J, . Fr = R[X]. De plus, chaque F), est un sous-espace vectoriel
de dimension finie de R[X], et donc F,, est fermé dans (R[X],| - |) par le Corollaire
3.2. Il reste a voir que les F), sont d’intérieur vide dans (R[X], | - [|).

Fixons ng € N et supposons que F' := F),, soit d’intérieur non vide dans R[X]. Alors
F contient une boule ouvert B(pg,r) avec r > 0. Comme F est stable par soustractions,
on en déduit que F contient la boule B(0,r), car B(0,7) = B(po,r) — po. Et comme
F est également stable par dilatations, on en déduit qu’en fait F' = R[X] : en effet,
si p € R[X] est quelconque, on peut trouver A > 0 tel que |Ap| = A|p|| < 7 : et on a
alors Ap € F', et donc p = % x A\p € F'. Cependant, F' = F,,, n’est pas égal a R[X] tout
entier ; donc on a obtenu une contradiction.






Chapitre 4

Séries entieres

1. Définition et remarques

Une série entiére est une série de fonctions de la forme

E apz®
k=0
u(2)

ou les ay, sont des constantes complexes, et la “variable” z appartient a priori a C.

REMARQUE 1. Par convention, on a

=1 pour tout z € C.

REMARQUE 2. Une série entiere est un objet formel ; et ceci ne veut rien dire. Si on
veut étre vraiment précis, on peut dire qu’étant donné une suite de nombres complexes
(ak)r=0, la série entiere 3, arz" est la suite de fonctions (Sy)n=0, oit les S, : C — C

. PP n k
sont les fonction définies par S, (z) = > ;_, arz”.

REMARQUE 3. On peut évidemment écrire 3 a,z" au lieu de > agz*
p

REMARQUE 4. Si (a)k>k, est une suite définie seulement & partir d’un certain
entier kg > 0, alors on peut définir la série entiere Zk>k0 apz* de la méme facon. On
peut méme dire que Zk>k0 apzk = D=0 apz®, oudy =0si 0 <k < koetdr=aysi
k= ko.

REMARQUE 5. Soit (by)nen une suite de nombres complexes, et soit ¢ : N — N
strictement croissante. Alors >} - bn 2% est une série entiere : c’est la série 3 k>0 a2,
ol ay = b, si k = ¢(n) pour un certain (unique) n € N, et ay = 0 sinon. Par exemple,
si ko € N, alors X b,z ko — Dk=ko bk 2~

REMARQUE 6. Etant donné une série entiere 2 = Z,@ko apz" et un nombre z € C,

on dit que ¥ converge au point z si la série numérique Y. ayz" converge. Dans ce
cas, on pose X(z) = Y50 agz”.

REMARQUE 7. Il faut donc bien distinguer I’objet formel ¥ = >, apz” et le
nombre X(z) = Y07, arz®.

2. Convergence des séries entiéres
2.1. Lemme d’Abel; rayon de convergence.

LEMME 2.1. (Lemme d’Abel)

Soit ¥ = Y apz® une série enticre, et soit £ € C. Si la suite (arc¥) est bornée, alors la
série entiére ¥ converge absolument en tout point z tel que |z| < |¢].

47
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Démonstration. 11 n’y a rien & démontrer si & = 0. Si & # 0, on écrit az* =
apEk x (%)k, de sorte que

z

N

lapz®| = |age®| k. on c= <1

Comme |a,£¥| reste borné et comme la série Y. c¥ est convergente puisque ¢ < 1, cela
montre que la série Y |az2*| est convergente. O

NOTATION. Pour 0 < r < 00, on pose
D(0,r) ={z€C; |z| <r} et  D(0,r)={z€C; |z| <r}.

Les cas “dégénérés r = 0 et r = 0o sont autorisés : on a D(0,0) = & et D(0,0) = C.

THEOREME 2.2. Soit ¥ = Y apz* une série entiére.

(1) Il existe une unique “nombre” R € [0,00] tel que la série ¥ converge en tout
point z € C vérifiant |z| < R, et diverge en tout point z vérifiant |z| > R. Le
nombre R s’appelle le rayon de convergence de la série entiére X, et se
note R(X).

(2) La série X converge normalement sur tout disque fermé D(0,r) contenu dans
le disque ouvert D(0, R) (i.e sur tout disque D(0,r) avec r < R).

Démonstration. (1) Ezistence. Posons

R = sup{r > 0; la suite (|ax|r*)g=0 est bornée},

qui est un élément bien défini de [0, 00]. Comme 7* croit avec r (pour tout k € N), on

voit que la suite (Jag|r*) est bornée pour tout r < R, et non bornée pour tout r > R
(ex0).

Si z € C vérifie |z| < R, on peut choisir 7 tel que |z| < r < R. Alors la suite |apr¥|
est bornée, donc la série Y axz* converge (absolument) d’apres le Lemme d’Abel. A
I'inverse, si |z| > R alors la suite (|Ja||z|*) est non bornée, donc axz* ne tend pas vers
0, et donc la série > azz* ne converge pas. Ainsi, R vérifie (1).

Unicité. Soient R et R’ vérifiant (1). Si R # R/, par exemple R’ < R, et si on
choisit = tel que R’ < ¢ < R, alors la série Zaka:k converge par (1) appliqué a R, et
en méme temps diverge par (1) appliqué a R’. Ceci est absurde, donc R = R/.

(2) Si r < R, on peut choisir p tel que r < p < R. Alors la suite (|az| p*) est bornée
par définition de R, donc la série > |az| ¥ converge d’apres le Lemme d’Abel, et donc
la série Y] az" converge normalement sur le disque D(0,r) puisque |azz*| < |ag|r*
pour tout z € D(0, 7). O

REMARQUE 2.3. La preuve du théoreme a montré que si ¥ = >l ay2", alors
R(X) = sup{r > 0; la suite (|ax|r*) est bornée}.
REMARQUE 2.4. Etant donné r € R™, on peut dire que
(i) si la suite (Jag|r*) est bornée, alors R(X) =1
(ii) si la série Y agr® diverge, alors R(X) <.

Démonstration. La partie (i) découle de la remarque précédente ; et (ii) est évident
par définition de R. O
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REMARQUE 2.5. Si X1 = YMagz" et B9 = Y bp2" sont deux séries entieres et si
lax| = O(|bk|) quand k — oo, alors R(X;1) = R(32). Ainsi : plus les coefficients d’une
série entiére sont petits en module, et plus le rayon de convergence est grand. En
particulier, si |ag| ~ C'|bg| pour une certaine constante C, alors R(31) = R(X2).

2.2. Détermination pratique du rayon de convergence. Commencons par
donner deux “regles” tres simples qui permettent souvent de déterminer sans effort un
rayon de convergence.

“REGLE |ag|/*7. Soit ¥ = Yl apz* une série entiére et soit R = R(X). Si |ag|"/*
admet une limite L € [0,0] quand k — o, alors R = 1/L.

Démonstration. Si r < 1/L, alors Lr < 1, donc |ag|'*r < 1 & partir d'un certain

rang, et donc |ag|r* reste borné. Donc R = r pour tout 7 < 1/L, et donc R > 1/L en
faisant tendre r vers 1/L. Inversement, si r > 1/L, alors Lr > 1, donc on a certainement
la|"*r > 1 pour une infinité d’entiers k ; en particulier azr* ne tend pas vers 0, donc
la série Y apr® diverge. Donc R < r pour tout r > 1/L, et donc R < 1/L. O

Exemple 1. Pour tout a € R, la série entiere ;- kz* a pour rayon de convergence

R=1.

, . log (k)
Démonstration. On a |ay| = k* = e*1°8() donc |ap|V* = ek — 1 quand

k — 0. 0
Exemple 2. La série entiere > k*2* a pour rayon de convergence R = 0.

Démonstration. Exo. OJ

“REGLE % 7. Soit ¥ = Y apz® une série enticre et soit R = R(X). Siap # 0 a

|
partir d’un certain rang et si % admet une limite L € [0,00] quand k — oo, alors

R=1/L.

Démonstration. Pour k assez grand, disons k > kg, on peut considérer up =
log |ak|; et on posera également uy = 0 pour k < kg. On a pour tout k > ko :

ak+1
U1 — ug = log | IaZI |7

donc ug41 — ux, — log(L) quand k — 0. (On pose log(0) = —o et log(co) = co.) Par
le théoréme de Cesdro, on en déduit que

k-1
1
ve = 7 > (uiy1 — u;) — log(L) quand k — oo.
k i=0
Mais vy, = %&£ — 42 car on a une “somme télescopique” ; donc %= — log(L), et donc
1
|Cbk|1/k = exp <k‘ log|ak|> = exp (%) N 6log(L) — L.

Ainsi, R = 1/L par le “test |ag|"/*”. O

Exemple 1. La série entiere )] % pour rayon de convergence R = o0.

Démonstration. On a ag = % # 0 pour tout k € N, et \a|27:‘1| = (k;g!l)! =k+1—>w

quand k — 0. O
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Exemple 2. Rayon de convergence de la série entiere )| %zk .

Onaakz%#OpourtoutkeN;etsikZI:

lap1]  (k+DFY kL (B 1)F (

o] (kr DU kE T kE

1+ %)k = exp(klog(l + %))

Comme log(1 + %) ~ % quand k — o0, on voit que % — el =e;donc R =1/e.

On va maintenant donner une formule pour le rayon de convergence qui est valable
pour n’importe quelle série entiere . ayz¥, sans aucune hypotheése sur les coefficients
ag.

DEFINITION 2.6. Soit (a) une suite de nombres réels. On dit qu’un “nombre”
a € Ru {—ow,x} est une valeur d’adhérence de (ay) s’il existe une sous-suite de
(o) qui tend vers a.

Exemples. (i) Si oy, := (—1)*, alors possede 2 valeurs d’adhérences, qui sont 1 et
—1. (ii) Si ay, := (—2)*, alors les valeurs d’adhérence sont o et —oo. (iii) Si (o) admet
une limite [ dans R U {—o0, o0}, alors [ est la seule valeur d’adhérence de (ay).

Le fait suivant est une extension du “Théoréme de Bolzano-Weierstrass”.
FAIT 2.7. Toute suite (o) € R posséde au moins une valeur d’adhérence.

Démonstration. Si (ay) est bornée, alle possede une valeur d’adhérence o € R par
Bolzano-Weierstrass. Sinon, (ay) est ou bien non majorée, ou bien non minorée ; donc
ou bien elle possede un sous-suite qui tend vers oo, ou bien elle possede une sous-suite
qui tend vers —o0; et donc elle admet o0 ou —o0 comme valeur d’adhérence. ]

EXERCICE 4.1. Montrer qu’une suite (o) € R admet une limite dans Ru {—o0, o0}
si et seulement si elle possede exactement une valeur d’adhérence.

LEMME 2.8. Si (o) est une suite de nombres réels, alors (o) posséde une plus
petite valeur d’adhérence et une plus grande valeur d’adhérence dans R {—c0,0}. La
plus petite valeur d’adhérence de (o) s appelle la limite inférieure de (ay), et se note
lim a, (prononcer “lim-inf de (a)”) ; et la plus grande valeur d’adhérence s’appelle la
limite supérieure de (o) et se note limay (prononcer “lim-sup de (ay)”).

Démonstration. Notons £ ’ensemble de toutes les valeurs d’adhérence de la suite
(o). Par le Fait 2.7, £ est une partie non-vide de R u {—o0, @0}, donc on peut définir
L :=sup & et | :=inf £. 1l suffit de montrer que [ et L sont des valeurs d’adhérence de
& (par définition, ce seront alors nécessairement la plus petite et la plus grande valeur
d’adhérence). De plus, par symétrie, on peut évidemment se contenter de montrer que
[ est une valeur d’adhérence de (ay).

Choisissons une suite de nombres réels (s;)r=0 telle que sy — [ et s, > [ pour tout
k € N. Comme [ = inf &, on peut pour tout n € N choisir I, € £ telle que | < I, < sp.
Comme [ est une valeur d’adhérence de (ay) et Iy < sp, on peut trouver un entier ng
tel que ly < ay, < Sp. Ensuite, comme [; est une valeur d’adhérence de (ay) et I < s1,
on peut trouver un entier n; > ng tel que l; < ap, < s1. En continuant ainsi, on
construit une suite strictement croissante d’entiers (ny)r=o telle que I <l < oy, < sk
pour tout k£ € N. Comme s, — [, on voit que o, — [; ce qui montre que [ est en effet
une valeur d’adhérence de (ay). O
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Exemples. (i) Si ay := (—1)%, alors limag, = 1 et lim oy, = —1. (ii) Si oy, := (—2)%,

alors limag = o0 et limay = —oo. (iii) Par 'Exercice 4.1, la suite (ax) admet une
limite dans R U {—00, 0} si et seulement si lim ay; = lim oy.

EXERCICE 4.2. Soit () une suite de nombres réels, et soit a € R. Montrer que si
lim oy < a, alors ap < « & partir d’un certain rang, et que si lim oy > «, alors ap > «
pour une infinité d’entiers k.

FORMULE D’HADAMARD. Pour toute série enticre ¥ = Y apz¥, on a

1 -
—— = Tim |ag| ",

Démonstration. C’est un bon exo de compréhension : adapter la preuve de la “régle

la|'/*” donnée plus haut, en utilisant I’Exercice 4.2. O

Remarque. L’intérét de la formule d’Hadamard est qu’elle “marche toujours”, sans
qu’il soit besoin de faire une hypothese sur la suite (ag).

3. Comportement au bord du disque de convergence

Si ¥ = Ylapz* est une série entiere de rayon de convergence R > 0, alors “on ne
peut rien dire de général” sur la convergence de la série pour |z| = R. Par exemple :

e pour ¥ = Y2* ona R =1 et la série diverge pour tout z vérifiant |z| = 1;
k 7. ’ .
e pour ¥ = Zk>1 7z, on a R =1 et la série converge pour tout z vérifiant
2] = 1;
k s . . )
e pour X = Zk;l Z-,ona R =1, la série diverge pour z = 1, et la série converge

pour tout z = € # 1 par application d’un critere d’Abel.

Cependant, on peut quand méme “dire quelque chose de non trivial” :

THEOREME 3.1. (Théoréme d’Abel)

Soit ¥ = Y a2’ une série enticre de rayon de convergence R. Pour z € D(0, R), on
pose f(z) = ZZO:o apz®. Soit également & € C. On suppose que la série Y. ap&® converge
(ce qui implique que €] < R). Alors :

(i) La série Y aprkek converge uniformément par rapport a r € [0,1] ;

(ii) f(r&) — Y arc® quand r — 17, autrement dit, on peut écrire

0 o0
lim Z aprted = Z arc®.
k=0 k=0

r—1-

Démonstration. (i) Pour k € N, soit uy : [0,1] — C la fonction définie par
up(r) = aprter.
Il s’agit de montrer que la série Y ug(r) converge uniformément sur [0, 1]. Pour cela,
on écrit
up(r) = ape® x k= ag(r) x Be(r).
Les aj, sont des fonctions constantes (!) et la série >, aj converge uniformément sur
[0, 1] puisqu’on suppose que la série Zakfk converge. De plus, les §i sont > 0, la suite
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(Bk) est décroissante, et [i(r) < 1 pour tout k et pour tout r € [0, 1]. Par le critére

“Abel uniforme 1”7, on en déduit que la série > ug converge uniformément sur [0, 1].
(ii) Soit ¢ : [0,1] — C définie par p(r) = Y7 apr®e® = Y77 Jug(r) Par (i) et

comme les fonctions uy sont continues, on voit que ¢ est continue sur [0, 1]. Donc

0 0
Z arr*ed = o(r) — (1) = Z arc®  quand r — 1-.
k=0 k=0
g

Remarque. Le théoreme d’Abel est “non trivial” seulement pour || = R :si[{| < R,
la série Y. azrFEF converge en fait normalement sur [0, 1] par définition du rayon de
convergence, donc tout est évident.

COROLLAIRE 3.2. Soit (ar) une suite de mombres complexes. Si la série ) ay
e k & _
converge, alors Y ;o arr” — Y0 g a quand r— 17.

Démonstration. C’est évident par le théoreme en prenant £ := 1. O

4. Sommes et produits

PROPOSITION 4.1. Soient ¥1 = Y apz® et Bo = Y bp2F deux séries enticres, de
rayons de convergence respectifs Ry et Ry. Le rayon de convergence de la série entiére
S(ag + b)z* est au moins égal & R = min(Ry, Ry), et pour tout z € D(0, R), on a

o0 o0 o0
Z (ar + bk)zk = Z apz® + Z brz®.
k=0 k=0 k=0
Démonstration. C’est évident. O

PROPOSITION 4.2. Soient X1 = Y apz" et X9 = > by2" deux séries entiéres, de
rayons de convergence Ry et Rs. Pour n € N, on pose ¢, = 22:0 agbp_r. Alors le
rayon de convergence de la série entiére Y, cpz" est au moins égal @ R = min(Ry, Ra),
et pour z € D(0,R), on a Y cpz™ = (Zfzo anz") X (21010:0 bnzn) ; autrement dit

o6} e} o6} n
(Z anz"> X (Z bnz"> = Z <Z akbn,k>z".
n=0 n=0 k=0 k=0

Démonstration. Si z € D(0, R), alors les séries > v, 1= > anz" et Y, B, 1= > bp2"
sont absolument convergentes. Donc, si on pose

n

Tn = Z O‘kﬁn—kz
k=0

alors (par le “théoreme sur les séries produits”) la série >, est (absolument) conver-
gente et

o0 e 0] o0

nyn: (Zan> X (2571)

n=0 n=0 n=0
Comme

n
Y = Z a2’ x by_p2"F = ¢, 2",
k=0
cela donne le résultat souhaité : la série Y ¢,2" converge pour tout z € D(0, R), avec
la bonne formule pour la somme. O
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REMARQUE. On dit que ¥ = Y ¢,2" est la série entiére produit des séries
entieres X1 = > a,z" et Yo = > b, 2".

FEzercice. Soient (ay) et (by) deux suites de nombres complexes. Pour n > 0, on
pose ¢ = Zf:o a;bi—;. Montrer que si les trois séries Y, ax, > by et >, ¢ convergent,
alors > 37 ¢ = (ZZOZO ak) X (Z,;'OZO bk>. (Utiliser le Théoreme d’Abel.)

5. Régularité de la somme d’une série entiere

PROPOSITION 5.1. Si ¥ = Ylap2* est une série entiére de rayon de convergence
R >0, alors la fonction f(z) = Y5 axz”® est continue sur le disque ouvert D(0, R).

Démonstration. Si on pose ug(z) = axz¥, alors la série Y uy(z) converge normale-
ment sur tout disque fermé D(0,r) € D(0,r). Comme les fonctions uy sont continues,
on en déduit que f = D7 juy est continue sur tout disque D(0,7) et donc (exo)
continue sur D(0, R). O

DEFINITION 5.2. Soit ¥ = ¥, a,z" une série entiére. La série dérivée de %

est la série entiére ¥/ = ka Zk 1. Autrement dit, ¥’ est la série entiére obtenue
k=1 k ]
en “dérivant for mellement” .

LEMME 5.3. Une série entiere et sa série dérivée ont le méme rayon de convergence.

Démonstration. Soit ¥ = Y azz* un série entiere de rayon de convergence R. Alors
> = Y=1 kapzF~! a le méme rayon de convergence que la série zX' = >, kag2"
(micro-exo). En notant R’ ce rayon de convergence, on a par la formule d’Hadamard :

I _— Uk _ = (p1/k),, |1/k
= lim (k|ag|)”" = lim (k %),V ).
Comme k% — 1 quand k — o0, on en déduit (exo)

| |
r - lim [ay,| /e — R
et donc R' = R. O

THEOREME 5.4. Soit ¥ = Y apz" une série enti¢re de rayon de convergence R > 0,
et soit f : |—R, R[ — C la fonction définie par f(z) = > 5., apz®. Alors f est de classe
C*® sur |—R, R[ et on peut dériver terme & terme :

o0
f(z) = 2 kayazh! pour tout x € |—R, R[ ;
k=1

et plus généralement, pour p € N* :

o0 B 0¢] k"
P (z) =l§)k(k—1)~~-(k—p+1)ak:nk p:,,;p(k

—'p)' ap 277,

Démonstration. 11 suffit de montrer que f est de classe C! sur |—R, R[ et que f(z)
s’obtient en dérivant terme & terme : une fois ceci acquis, une récurrence instantanée
montre que f est de classe C? pour tout p € N*, avec la bonne formule pour f®) ().

On a f(z) = Y guk(z), ott uk(x) = apa®. Les fonctions uy sont de classe C1,
avec ufy(r) = 0 et uj(z) = karz* ! pour k > 1. Par le Lemme 5.3, la série entiere
Ds1 karz"~1 a le méme rayon de convergence que > axz¥, & savoir R. Donc, la série
> uj, converge normalement sur tout intervalle compact [—r,r] < |-R,R[. Par le
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théoreme sur les suites de fonctions de classe C', on en déduit que f = ZZO:o uy, est de
classe C sur |—R, R[ avec f' = Y.;°_qu} ; ce qui est le résultat souhaité. O

Remarque. La formule pour f®) () peut également s’écrire

P (z) = i (n+p)! ngp ™.
n=0

n!

6. Fonctions développables en série entiere

6.1. Définition, et exemples “indispensables”.

DEFINITION 6.1. Soit R > 0.

e On dit qu’une fonction f définie sur le disque D(0, R) est développable en
série entiére sur D(0,R) si f est la somme d’une série entiére dans le
disque D(0, R) ; autrement dit, s’il existe une suite de coefficients (aj)keN
telle que pour tout z € D(0, R), on puisse écrire f(z) = Yo, ar2”.

e De méme, une fonction f définie sur lintervalle |—R, R| est développable
en série entiére sur |—R, R[ s’il existe une suite de coefficients (ay) telle
qu’on puisse écrire f(z) = >0, arx® pour tout x € |- R, R].

Remarque. Pour aller plus vite, on écrira “DSE” au lieu de “développable en série
entiere”.

EXEMPLE 6.2. La fonction z — i est DSE sur le disque D(0,1), et on a

1 o0
] = Z ZF pour tout z € D(0,1).
—z
k=0

Par conséquent, la fonction z — H% est DSE sur D(0, 1), avec

D)
= ) (—1)k2
1+2 =

Démonstration. La premiére partie est bien connue depuis longtemps (somme d’une

série géométrique). Pour la 2eéme formule, il suffit d’écrire ﬁ = 1_(1_z) et d’appliquer

la lere formule & —z (qui appartient aussi au disque D(0,1)). O

REMARQUE 1. Une fonction DSE sur |—R, R| est nécessairement de classe C* sur
|—-R, R|.

Démonstration. C’est une partie du Théoreme 5.4. O

REMARQUE 2. Si f est DSE sur |—R, B[, f(z) = Y1, axx®, alors les coefficients
ay, sont déterminés de maniere unique : on a

*®) (0
a = / k'( ) pour tout k € N.
Autrement dit, pour tout N € N, ag,...,ayn sont les coefficients apparaissant dans le

développement limité a 'ordre N de f en 0.
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Démonstration. Par le Théoreme 5.4, on a pour tout kK € N et pour tout = €
|-R,R] :

S (n+ k)!
f(k)(fﬂ) = Z (n!)an+k z";

n=0

et donc f¥)(0) = k! ay. O

REMARQUE 3. Une fonction f peut parfaitement étre de classe C* sur R sans étre
DSE sur aucun intervalle | — e, €.

Démonstration. Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = 0 pour z < 0 et
f(z) = e '/® pour z > 0. La fonction f est de classe C* sur R\{0}. De plus, on
vérifie par récurrence que pour x > 0 et k € N, on a f¥)(z) = Py(1/z)e~"* pour
un certain polynome Pi. Donc f(k) () = 0 quand = — 0T, pour tout k£ € N. Comme
f%)(x) = 0 pour = < 0, on voit ainsi que f*)(z) — 0 quand z — 0, pour tout k € N.
On en déduit (exo) que f est infiniment dérivable en 0 (donc de classe C* sur R), avec
f%)(0) = 0 pour tout k € N. Si f était DSE sur un intervalle | — ¢, [, on devrait donc
avoir f(z) = Y, f(kk)l(o) x*¥ = 0 pour tour z € |—¢,¢[, ce qui n’est visiblement pas le
cas. O

PROPOSITION 6.3. Soit R > 0, et soit f : |—R,R[ — C de classe C*. Alors f est
DSE sur |—R, R| si et seulement si

1 1—35)" s
Ry, (z) = L (nls)f(”ﬂ)(sx) 2" lds 2250 pour tout x € |—R, R|.

Démonstration. Par la formule de Taylor avec “reste intégrale”, on a pour tout
x € |-R, R[ et pour tout n € N :

n
f@) = ara® + Ru(w),
k=0
(k) . ,1s
ou ap = fT(O) ; donc le résultat est immédiat. ]

COROLLAIRE 6.4. La fonction exponentielle est DSE sur C = D(0,0), et on a

a0

e = 2

k=0

Démonstration. Soit z € C fixé, et soit f : R — C la fonction définie par

ft) = e

‘ N

k
' pour tout z € C.

o~

La fonction f est de classe C*, avec
FR (1) = ZFet pour tout k € N.

Avec les notations de la proposition, on a donc pour tout z € R et pour tout n € N :

1 1 — 5)™ n+l prl
R, (x) = J a-s" 2T Lesz gntlds = G2l f (1 —s)"e**ds.
0 n! n! 0

Comme |e¥*| < el?l pour tout s € [0, 1], on en déduit

‘Z{L‘|n+1
<

1
|Ru()] < P20 e|ZJ (1 s)ds —
0

n:

|Z$|n+16\z|

(n+1)!
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Comme (n + 1)! 'emporte trés largement sur C™! pour toute constante C, on voit
ainsi que R, (x) — 0 quand n — o0, pour tout x € R. Ainsi, la fonction f est DSE sur
R =] — o0, 00[. En particulier, on peut écrire

o fM0)

autrement dit
k

‘ N

o0
)
k=0

o~

O

COROLLAIRE 6.5. Pour tout o € R, la fonction x — (1+x)* est DSE sur |—1,1] ;
et pour x €] —1,1[, on a

Oy () Ly o (*)_oleDolo—krD L,
(6)=r ()= ()

Démonstration. Posons f(x) = (1+x)®. La fonction f est de classe C* sur |—1, 1],
avec f'(z) = a(l + )L et

O @) =afa—1)--(a—k+1)1+2)**  pour k> 2.

En particulier,
fB0) _ (o
g pour tout k € N.

Avec la notation de la proposition, si z €] — 1,1[ et n > 1, alors

1 — 5"
Ry (z) = J a=9" x afa—1)(a—n)(1+sx)* "1zt gs

0 n'
N Lr7q— n
_ala=b-fa=n) x "L x j ( i > (1+sz)* tds
n! o \1+ sz
De plus, comme —1 <x <1l,ona0<1—s<1+ sz et donc
1—s
T <1 pour tout s € [0, 1].
ST
Par conséquent,
1)--- 1
|Rn($)| < |Oé|(‘0(‘ + ) (’Oé‘ + n) |x|n+1 (1 + Sl‘)a_lds
TL' 0
+1)--- +
= clollal 1) ol +n)

En choisissant un entier Ny > ||, on a donc
(n + Ng)'

2"t < C (n + No)™ [2[** pour tout n > 1;

et comme |z| < 1, on en déduit que R, (z) — 0 quand n — oo, pour tout z €| — 1,1].
Donc f(z) = (1 + x)“ est bien DSE sur | — 1, 1], et son développement est bien celui

. (k)
annoncé puisque ! k!(o) = (Z) pour tout k € N. ]
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REMARQUE. Si « est un entier positif, alors (z) = 0 pour tout k > « car le produit

a(a—1)---(a — k + 1) contient le facteur (o — a); et () est le coefficient binomial
“kE parmi ” si 0 < k < a. On retrouve donc la formule du binéme pour (1 + x)“.

6.2. Opérations sur les fonctions DSE.

PROPOSITION 6.6. Soit R > 0, et soient f et g deuzx fonctions DSE sur |—R, R].
0 o0
On écrit f(x) = Y apa® et g(x) = Y brpat.
k=0

(1) Les fonctions f + g et fg sont DSE sur |—R, R[, avec
0 o0
(f+9)(z Z ag + by)x et (fg)(x) = Z(Z akbn,k) z".

(2) Toutes les fonctions f®, p e N sont DSE sur |—R, R[, et le développement
de f) s’obtient en dérivant terme & terme :

fp Z k—1)---(k—p+1)apz” :;P)!akx P
k=p =p

ce qui s’écrit encore
o0
(n+ p n
G/n+pl' .

(3) La fonction F(z) = So t)dt est DSE sur |—R, R[, et le DSE de F' s’obtient
en intégrant terme a terme :

[(So)a- 5
= a,ﬁ) dt =
0 \k=0 iok+l

Démonstration. (1) et (2) sont des conséquences des Propositions 4.1 et 4.2 et du
Théoreme 5.4. Pour (3), on observe que pour tout = € |—R, R[ fixé, la série . axt”
converge normalement sur [0, z] (ou [z,0] si < 0), donc on peut effectivement intégrer
terme a terme. 0

COROLLAIRE 6.7. Les fonctions sinus, cosinus, sinus hyperbolique et cosinus hy-
perbolique sont DSE sur R, avec

= (2n+1)! = (2n)!
0 2n+1 0 2n
shx = < T chz = Z a: '
— (2n+1) = (2n)!
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Démonstration. Pour sin et cos, on utilise le DSE de ’exponentielle complexe et
on applique (1) : pour tout = € R, on a

ZI_i_e 1x
cosz =
2
1 (& (in)F & (—zx)k>
S OLES)
2<k—0 g i
_ i 1+ (=DF)i* ok
k=0 2

Les termes d’indices impairs dans la somme valent 0; et pour un indice pair k = 2n,
ona (1+ (=1)%)i* =2i?" =2 x (~1)"; donc

o0
_1)n
cosx = Z( ) 2",

= (2n)!

On procede de méme pour sinz en écrivant

— el

21

] el
ST =

Pour ch et sh, on écrit la définition :
e* +e’* e
cher = ——— et she = ——;
2 2

et on utilise le DSE de ’exponentielle réelle. O

COROLLAIRE 6.8. Pour tout p € N*, la fonction x — 0 est DSE sur | — 1,1],

1
1—z)P
avec

1 o (n+p-1\ , rout L1
(1_56)]?—;0 b1 x pour tout x €] — 1,1].

Démonstration. On applique (2) a la fonction f définie sur | — 1, 1] par
1 o0
_ _ k
- -3

En dérivant p — 1 fois f on constate que

i) =

Donc, par (2)
11
—op ~ G-1)

ce qui est la formule annoncée. O

Remarque. On peut aussi dire que (1 —z)™P = (1 + (—x)) P et utiliser le DSE de
(1 +u)~P. Exo : écrire les détails.

COROLLAIRE 6.9. Les fonctions x — log(l — z) et © — log(1l + x) sont DSE sur
1= 1,1, avec

0 oo
log(l —x) = — Z— et 10g1+x=2
n

n=1 n=1
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Démonstration. On a pour tout z €| —1,1[ :

log(1—z) = — Ox 1ai€t f <Z tk>

k
done, en intégrant terme & terme (ce qui est permis par (3)),

o0]

log(l —x) =

MS

i
n

Il
—_

k=0 n

Pour log(1+4x), on écrit log(14+z) = log(1—(—=x)) et on applique la formule précédente ;
ou bien (ce qui revient au méme), on part de

T 1 0
log(1+2) = | 1d+tt _ f (Z(—l)ktk> dt.

0

k=0
]
COROLLAIRE 6.10. La fonction arctangente est DSE sur | — 1,1[, avec
t ( ) i (_1)k 2k+1 tout E] 1 1[
arctan(z) = — pour tout x €] — 1,1].
2k + 1
Démonstration. On écrit
v 2k
arctan(zr) = fo o2~ f Z i
et on integre terme a terme. O

Exercice. Montrer que arctan n’est pas DSE sur R.

COROLLAIRE 6.11. Si f est une fonction DSE sur un intervalle |—R, R| alors fP
aussi pour tout p € N*, et on a

Q0
n \
)P = Z an pT ol Qnyp = Z Ay -+ A,y
n=0

k14t kp=n

Démonstration. On procede par récurrence en utilisant (1). Exo : écrire les détails.
O

DEFINITION 6.12. Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant
0. On dit que f est développable en série entiére au voisinage de 0 s’il existe
un & > 0 tel que f est DSE sur | —e,¢].

Exemple. La fonction arctan (qui est définie sur R) est DSE au voisinage de 0.

PROPOSITION 6.13. Soit f une fonction DSE au voisinage de 0, avec f(0) =0, et
soit ® une fonction DSE au voisinage de 0. Alors la fonction ® o f est bien définie et
DSE au voisinage de 0.

Démonstration. On peut écrire f(x) = >, axx® sur un certain intervalle | —e, ],
et ®(u) = Z;O:O bpuP sur un certain intervalle | — 7, n[. De plus, comme f(0) =0 on a
ag = 0.
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On sait que la série entiere Y azz* converge normalement sur tout compact de
] —¢&,¢[. Donc

e¢]
£(z) = ) lax| [o]*
k=1

est bien défini pour tout z € |—¢, ¢[, la fonction f est continue sur | — e, [, et £(0) = 0.
On peut donc trouver un o > 0 tel que 0 < f(x) < 7 pour tout x €] — a, a[. Comme
|f(x)| < f(z), on a alors |f(z)| < n pour tout x € | — a, a[. Donc ® o f est bien définie
sur | —a,af, et on a

0
do f(x) = prf(:p)p pour tout z €] — o, af.
p=0
De plus, par le Corollaire 6.11 on a aussi

e}
n N
f(z)? = Z an pT ol anpy = Z g, - Q-
n=0 ki+-kp=n

Donc, en faisant un calcul formel, on obtient

do f(x) = Z by <Z anvpx">
p=0 n=0
- N (i bpamp) ",

n=0 \p=0
ce qui montre que ® o f est DSE sur | — o, af.

Justification du calcul formel : par le théoréme sur les permutations de séries
doubles absolument convergentes, il suffit de montrer que si z €] — «, o[, alors

e¢] o0
S = Z |bp| Z |anpx"| < 00.
p=0 n=0

Pour tout p e N, on a

) )
Z |anpa"| < 2 an,plz|” ou  an, = Z |y |-+ Jak, |;
n=0 n=0 ki+--kp=n

autrement dit, par le Corollaire 6.11 :

o0
Z lan pz"| < f(x)P.
n=0

On obtient donc

o0
S < ) byl £()P.
p=0

Mais comme la série entiere Y b,uP a un rayon de convergence au moins égal & 7, on
sait qu’on a Z;O:O |bp| |ulP < o0 pour tout u € | —n,n[; et en particulier S < co puisque
u = f(x) vérifie 0 < u <. O

COROLLAIRE 6.14. Si g est une fonction DSE au voisinage de 0 telle que g(0) # 0,
alors la fonction 1/g est DSE au voisinage de 0.
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Démonstration. Par hypothese, on peut écrire g(z) = Y7 bpz* au voisinage de
0, avec by # 0. Si on pose h(z) = Y1, bgz*, alors h(0) = 0 et

1 1 1 1 .. de 0
= = — — au voisinage de 0.
g(x)  bo+ f(xz) bo 1+ (h(z)/bo)
Ainsi, on a 1/g = ® o f au voisinage de 0, ou ®(u) := % 1-1—% et f:= h/by. Comme P
est DSE au voisinage de 0 et comme f est DSE au voisinage de 0 avec f(0) = 0, on en
déduit que 1/g est elle aussi DSE au voisinage de 0. O

7. Développements des “fonctions usuelles”

7.1. Ceux qu’il faut absolument connaitre par coeur. Les 3 DSE suivants
sont a connaitre impérativement par coeur :

1 .- 1 .-
= Z 2k et Ty Z(—l)kzk pour |z] < 1;
k=0

[ee}
z
e = Z — pour tout z € C;

(1+2)* = i (Z) #F pourze]—1,1[

7.2. Ceux qu’on doit savoir retrouver. A ’aide des trois DSE “de base”, on
doit savoir retrouver trés rapidement :

e le DSE de ﬁ pour |u| < |a| (out a # 0), en écrivant
1 1

atu 1+ (u/a)

et en utilisant le DSE de 1; ;
e Les DSE de sinz et cosz sur R en utilisant ceux de €' et e~ ;

e Les DSE de chx et shx sur R en utilisant ceux de e* et e~ *.

e Les DSE de log(1 — z) et log(1 + ) sur | — 1, 1] en écrivant

Todt Todt

log(l—xz) =— et log(l1+z) =

ST e
et en intégrant terme a terme le DSE de %J_rt ;
e Le DSE de arctanx sur | — 1, 1[ en écrivant
arctan(z) = Jm At
o 1+1¢2
et en intégrant terme a terme;
e Le DSE de ﬁ sur | — 1, 1[, en dérivant p — 1 fois 72 ou bien en écrivant que
ﬁ = (14 (—u))"P et en utilisant le DSE de (1 + z)* avec o = —p.
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8. Fonctions holomorphes
DEFINITION 8.1. Soit Q un ouvert de C, et soit f: Q1 — C.

7f(z+h,z_f(z) admet

(1) Etant donné z € Q, on dit que f est C-dérivable en z si
une limite dans C quand h — 0. Dans ce cas, on pose

f’(z) — lim f(z+h) _f(z)

h—0 h

(2) On dit que f est holomorphe sur ) si elle est C-dérivable en tout point
2 €9, et si de plus la fonction [’ : Q — C est continue sur €.

EXEMPLE 1. Pour tout n € N, la fonction p,(z) := 2" est C-dérivable sur C avec
ph(z) =0et pl, =nz""tsin>1.

Démonstration. Le résultat est évident pour n = 0 ou n = 1; donc on suppose que
n = 2. Soit z € C fixé. D’apres la formule du binéme, on a

pn(z+h) = Z (Z) ZVRRE = 2 e 4 Z <Z> 2Rk,

k=0 k=2
Donc
Pz 4 h) —pn(2) T Z W\ n—kpk—1 h20  n-1
h k
k=2
]
EXEMPLE 2. La fonction f(z) = e® est C-dérivable sur C, avec (e*) = e”.
Démonstration. Pour z€ C et h # 0, on a
ez-‘rh e? _ o eh -1
h h
De plus,
eh—1 1 ("O hk 1> ihk_l
“h W) T [
h h = k! =k
Donc ehh_l — % =1 quand h — 0, et donc ez+2_6z — €%, O

EXEMPLE 3. La fonction f(z) = z n’est C-dérivable en aucun point.

Démonstration. Exo. (Suggestion : z € C étant fixé, considérer h = ¢ et h = ic avec
e > 0 tendant vers 0.) O

REMARQUE 8.2. La dérivation “au sens complexe” possede les mémes propriétés
formelles que la dérivation des fonctions d’une variable réelle (somme, produit, com-
position).

Démonstration. Exo. (Les preuves sont exactement les mémes que pour les fonctions
d’une variable réelle.) O

ProposITION 8.3. Soit R > 0. Si f : D(0,R) — C est une fonction DSE sur
D(0, R), alors f est infiniment C-dérivable sur D(0, R), et donc en particulier holo-
morphe sur D(0, R).
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Démonstration. Ecrivons f (2) = z™. Il suffit de montrer que f est C-dérivable

iM8

en tout point, avec

o]
= Z ne, 2"t
n=1

En effet, une fois ceci acquis on pourra montrer par récurrence que f est p fois C-
dérivable sur D(0, R) pour tout p € N*, avec la formule qu’on imagine pour f®)(z).

On fixe z € D(0, R), et r tel que |z| < r < R. On pose aussi § := 1 — |z|.
Si h e D(0,6) (et h #0), alors z + h € D(0,7) < D(0, R) et

f(z+h i z+h i

Quand h — 0, on sait par 'Exemple 1 ci-dessus que a( h) — nc,z" ! quand
f(z+h}1 f(2)

0
— Y nepz" ! quand
n=1

h — 0 pour tout n > 1. Donc on a envie de dire que

h — 0; autrement dit, en posant u,(0) := ¢,2"~!, on voudrait écrire que
e} a0
}LILI(IJ un(h) = Z Uy, (0
n=1 n=1

Ceci sera légitime si on arrive & montrer que la série | u,, converge normalement sur
le disque D(0,0). En effet, comme les fonctions w,, sont continues sur le disque D(0, ),
on en déduira que la fonction 2701021 uy, est continue sur D(0,0), donc en particulier
continue en 0; ce qui est exactement la conclusion souhaitée.

Il s’agit donc d’obtenir une majoration de la forme

lun ()] < an pour tout h € D(0,0),

[ee}
ol o, ne dépend pas de h et > a, < 0.
n=1

n
Par le formule du binéme, on a (z + h)" = Y (})2*h"*. En retranchant 2" et en
k=
divisant par h, on en déduit que pour h # 0 :
n—1 n
up(h) = c ZRpn=i=k,
)= Sen})

et on vérifie que cette formule est valable également pour A = 0.
Par conséquent, on a pour tout h € D(0,0) :

(P 20 (] )|zr ik
Zj
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La série Y |c,| ™ est convergente car r < R; donc la série ) au, est convergente, ce qui
termine la preuve. O

Il est tout a fait remarquable que la réciproque de la Proposition 8.3 soit vraie :

THEOREME 8.4. Si f est une fonction holomorphe dans un disque D(0, R), alors
f est DSE dans D(0, R).

Démonstration. Tout repose sur le fait suivant.

FAIT. Soit r € D(0, R). Pour tout r vérifiant |z| < r < R, on a la formule suivante,
qu’on appelle la formule de Cauchy :

2m ,re'it
F2) = —— f(re”)

it
= — : ire’dt.
2im Jy ret—z

Preuve du Fait. On introduit la fonction ¢ : [0,1] — C définie par

21 _ P ,r,eit
o(3) = F((1=N)z + Areit)

Si on note F'(A,t) Pexpression apparaissant dans l'intégrale, alors la fonction F' est
continue sur [0, 1] x [0, 27] car (1—\)z+Are? € [z,7e'] < D(0,r) < D(0, R) pour tout
(A, t) € [0,1] x [0,27] et f est continue sur D(0, R). Donc la fonction ¢ est continue
sur [0,1], d’aprés le théoreme de continuité pour les intégrales & parametres.

De plus, F(A,t) admet une dérivée partielle par rapport a A donnée par

%(A,t) _ (—z +re®) f'((1 = N)z + Are) et

La fonction %—1;()\,75) est continue sur [0,1] x [0,27] car f’ est supposée continue sur
D(0, R). D’apres le théoreme de dérivabilité pour les intégrales & parametres, la fonction
¢ est donc de classe C! sur [0,1], avec

7 ire'dt.
0 re —z

i = (1 =Nz + Are') ire™.

2m
o'\ = f F (1= Nz + Mre') ire'dt.
0

Mais si A > 0, alors

F (1= XN)z+ Are') ire’ = %(f((l — Az + )\Teit)).

>| =

Donc

©'(N) ifjﬂ %(f((l — ANz + )w"eit)) dt

[f((l — Az + )\reit)]zzﬂ
O

On en déduit que ¢ est constante sur |0, 1], donc sur [0, 1] par continuité. En particulier,

©(1) = (0);
autrement dit
2T it ) 27 ) 27 . it
f(:€ ) ire'tdt = f f(z) iredt = f(2) j e g,
o ret—z g ret—z g ret—z

2w jreit

0 Toit— dt vaut 2im.

Il suffit donc maintenant de vérifier que l'intégrale
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Comme |z| < r, on peut écrire
it —it

. 0 k
ire . 1 . ze
reit — » = 1 Ze—it v Z r ’
T r k=0

olt la série converge normalement sur [0, 27] puisque |ze ™" /r| = |z|/r < 1. Par conver-
gence normale, on peut intégrer terme a terme, ce qui donne

2 it Ok 2w
ire . ¥4 i
J Tdtzl 2 % J e lktdt.
o Te z 50 T 0

Mais toutes les intégrales SSW e~ "tdt sont nulles, sauf celle pour k¥ = 0 qui vaut 27
(ex0) ; donc on obtient ce qu’on veut. O

Pour montrer que f est développable en série entiere dans le disque D(0, R), il
suffit de montrer qu’elle est DSE dans tout disque D(0,7) avec r < R. En effet, on
pourra alors écrire

a0
Vr < RYze D(0,r) : f(z) = Z Ch 2"
n=0
ou les coefficients ¢, dépendent a priori de r. Mais par unicité d’un DSE, on voit
que les ¢, ne dépendent en fait pas de 7 (micro-exo). On peut donc les appeler ¢ ; et
comme la formule précédente est valable pour tout r < R, on en déduit que f est DSE
dans tout le disque D(0, R).

Fixons r < R, et soit z € D(0,r). Par la formule de Cauchy, on a
i 27 f(reit)

z) = . ire'dt
/() 2 Jo ret —z
1 dt
B 2 0 1— ﬂ
Comme |ze~®/r| = |z/r| < 1, on peut ensuite écrire

1 L[ zeit k

T
ou la série converge normalement sur [0, 27]; et on en déduit comme plus haut
0 1 2 ) ) 0
f(z) = Z <—k (re”)e*lktdt> 2k = Z szt
im0 27 Jo k=0
Ceci étant vrai pour tout z € D(0,r) (avec des ¢, indépendants de z), on a donc bien
montré que f est DSE dans le disque D(0, 7). O

Remarque. En fait, le théoréme reste vrai si on suppose seulement que f est C-
dérivable en tout point (sans rajouter I’hypothese que f’ est continue) ; mais la preuve
est plus délicate.

COROLLAIRE 8.5. Une fonction f: D(0, R) — C est DSE sur D(0, R) si et seule-
ment si elle est holomorphe sur D(0, R)

Démonstration. C’est la conjonction du théoréme et de la proposition précédente.
d
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COROLLAIRE 8.6. Toute fonction holomorphe sur un ouvert < C est infiniment
C-dérivable sur Q.

Démonstration. Soit zp € € fixé, et choisissons r > 0 tel que D(zp,7) € €. Pour
u e D(0,7), on peut alors poser

flu) = f(z0 +u).

Comme f est holomorphe sur D(zg, r), la fonction £ est holomorphe sur D(0,r). Donc
f est infiniment C-dérivable sur D(0, ) par le théoreme, et donc f(z) = f(z — 20) est
infiniment C-dérivable sur D(zg,r). En particulier, f est est infiniment C-dérivable en

tout point zg € 2. O
COROLLAIRE 8.7. La fonction tangente est DSE sur | — 3, T[.

Démonstration. Remarquons d’abord qu’on peut définir cosz et sinz pour tout

nombre complexe z en posant
eiz + efiz ) eiz _ efiz
Cosz = 5 et Sin z = % .

Comme la fonction exponentielle est holomorphe sur C, les fonctions sin et cos le sont
également. De plus, on vérifie (exo) que les solutions complexes de I’équation cos z = 0
sont les mémes que les solutions réelles, i.e les nombres de la forme § + k7 ou k € Z.
Donc tan z := (S:;nsz est bien défini pour tout z € (C\(% +7TZ). En particulier, la fonction
tan est bien défini sur le disque D(0, ), et holomorphe dans ce disque car sin et cos le
sont avec cosz # 0 pour tout z € D(0, 5). Par conséquent, tan est DSE sur D(0, §);
et donc la fonction tangente est DSE sur l'intervalle | — 7, Z[, qui est l'intersection de

D(0, 5) avec R. O
COROLLAIRE 8.8. (“Théoreme fondamental de I’algebre”)

Si P est un polynome non constant a coefficients complexes, alors P posséde au moins
une racine compleze.

Démonstration. Supposons que P ne posséde aucune racine complexe. Alors f(z) =
% est bien défini pour tout z € C, et la fonction f est holomorphe sur C, en tant
qu’inverse d’une fonction holomorphe ne s’annulant pas. Par conséquent, f est DSE
sur C. Ainsi, on peut écrire

= ), apz”,
Piz) =

pour une certaine suite de coefficients (ag).
Sir > 0 est fixé, on a donc (pour tout ¢t € R)

1 a0
(re®t) =

ot la série converge normalement sur R car |aprFe| = |apr®| et la série Y apr® est
absolument convergente.

On en déduit (exo) que pour tout r > 0 et pour tout n € N on a

27 efint e 27 (h—n)t
—dt = akrrj e\ AL = 2manr”
Jy Feamdt= T, o

car dans la somme toutes les intégrales sont nulles sauf celle pour k£ = n qui vaut 2.
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Par conséquent,

1 (7
8.1 A< .
(8.1) | 27TT”J0 |P(rett)|

pour tout n € N et pour tout r > 0.

Mais comme P est un polynéme non constant, |P(z)| tend vers linfini quand
|z| = 0 (exo0), et donc 1/P(z) — 0. Donc W — 0 uniformément sur R quand
r — o0 ; et donc

27 dt
— 0 quand r — 0.
L |P(re')|

En faisant tendre r vers l'infini dans (8.1), on en déduit que a, = 0 pour tout
n € N. Donc

1 S n
— = anz" =0 pour tout z € C,
P(z) nZO !

ce qui est évidemment absurde.






Chapitre 5

Séries de Fourier

1. Fonctions périodiques, coefficients de Fourier
1.1. Généralités.

DEFINITION 1.1. Soit T > 0. On dit qu’une fonction f : R — C est T-périodique
St

VeeR : f(z+T) = f(x).

ExXEMPLE 1.2. Les fonctions sinus et cosinus sont 27-périodiques.
ExEMPLE 1.3. La fonction “partie fractionnaire” est 1-périodique.

EXEMPLE 1.4. Pour tout k € Z, la fonction e; définie par
ep(t) := ekt
est 2m-périodique. Plus généralement, toute fonction P : R — C de la forme
P(t) = 2 cpet™ o A CZest fini
keA
est 2m-périodique. Une fonction de ce type s’appelle un polyndéme trigonométrique.

NoOTATIONS. Etant donné 7' > 0, on note Ry I’espace vectoriel constitué par toutes
les fonctions f : R — C qui sont T-périodiques et localement Riemann-intégrables,
i.e. intégrables au sens de Riemann sur tout intervalle fermé borné [a, b] < R. On note
également Cr I’ensembles des fonctions f : R — C qui sont T-périodiques et continues
sur R. Par définition, Cr est donc un sous-espace vectoriel de Rry.

REMARQUE 1.5. Pour qu'une fonction T-périodique f : R — C soit dans Ry, il
suffit qu’elle soit intégrable au sens de Riemann sur un intervalle [a, b] de longueur T'.

Démonstration. Exo. O

REMARQUE 1.6. L’espace Rr est en fait une algebre, c’est-a-dire un espace vec-
toriel stable par produit.

Démonstration. 11 est évident que le produit de deux fonctions T-périodiques est
encore T-périodique; et on sait que le produit de deux fonctions intégrables au sens
de Riemann est encore intégrable au sens de Riemann. g

REMARQUE 1.7. Toute fonction f € R est bornée sur R.
Démonstration. Si f € Rp, alors f est bornée sur [0,7T] car Riemann-intégrable

sur [0,T]; donc f est bornée sur R par T-périodicité. O

69
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EXERCICE 5.3. Toute fonction f € Cr est uniformément continue sur R.

LEMME 1.8. Si f € Rp alors, pour tous intervalles fermés bornés I,J < R de
longueur 7', on a

L Ft)dt = L F(t) dt.

Démonstration. 11 suffit de montrer que SI ft)dt = 8(7; f pour tout intervalle I de
longueur 7. On écrit I = [a,a + T]. Par la relation de Chasles, on a

F+T f(t)dt = LO ft)dt + LT f(t)dt + JHT F(t) dt

a T

=LTf<t>dt+f:Tf—ff.

De plus, comme f est T-périodique, on a aussi

f+Tf=f;+Tf<:c>dw=ff<t+T)dt=f:fa)dt:f:f;

T
d’ou le résultat. O

1.2. Un probleme naturel. Soit f : R — C une fonction 27-périodique. Une
question naturelle est de savoir si on peut “reconstituer” f a partir des fonctions 27-
périodiques élémentaires ey (t) = e*t,

TERMINOLOGIE. Soit (f;)kez une suite de fonctions (définies sur R) indexée par
Z. On dira que la série > fi converge en un point ¢ € R si les sommes partielles
symétriques S, (t) = >;__, fi(t) admettent une limite quand n — 0. On dit que
la série Y| fi converge simplement sur R si elle converge en tout point ¢ € R, et que la
série > fi converge uniformément sur R si la suite (.5,,) converge uniformément sur R.

EXEMPLE D’ENONCE “PLAUSIBLE”. Si f : R — C est une fonction 27-périodique
“raisonnable”, alors on peut écrire

0 n

— ikt _ s ikt
f(t) = Z cre'™t = nll_I)Iolo Z cpe
k=—o k=—n

ol (cx)rez est une suite de coefficients (indépendants de t) et la série Y cxe** converge

en un sens a préciser.

LEMME 1.9. Soit f : R — C une fonction continue 2w-périodique. On suppose

qu’on peut écrire
o0

f(t)z Z Ckeikt,

k=—

ot la série Y. e converge uniformément sur R, ce qui signifie que les “sommes par-
. S o ” .\ ikt ; s ;

tielles symétriques”™ Sy, (t) := D p__, cpe™ convergent uniformément. Dans ces condi-

tions, les coefficients cp sont déterminés de maniere unique : on a pour tout k € Z,

1 4 —q
=5 J_ﬂ f(t)e *at.
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0
Démonstration. Comme f(t) = . ¢ avec convergence uniforme de la série
l=—00
sur [—m, 7], on peut écrire

f_ﬂ F(t)e™ ™t dt = Jﬂ ( i Cleilt> okt gt

T l=—w
0 T
= 2 q eI=k)t gy
l=—00 -

De plus, si m € Z, alors

T . 27 st m=0,
m _ . s
fﬂ e™dt = [% elmt] =0 si m#0.

Donc le seul terme non nul dans la somme précédente est celui ou | = k, qui vaut 2mcy ;
et on obtient ainsi

us
ft)e *tdt = 27 ¢y
—T
U

1.3. Coefficients de Fourier. On rappelle qu'on note R, 'espace vectoriel
constitué par les fonctions f : R — C qui sont 27m-périodiques et localement Riemann-
intégrables. Le Lemme 1.9 “motive” la définition suivante.

DEFINITION 1.10. Soit f € Ror. Pour k € Z, on pose
cx(f) == fﬂ f(t)e kt%‘

On dit que les ¢, sont les coefficients de Fourier de f, et que la série Y, cpe’
est la série de Fourier de f.

kt

REMARQUE 1. Par périodicité, on a aussi cx(f) = §; f(t)e*““‘/g—fr pour n’importe
quel intervalle I de longueur 27. En particulier,

a(f) = ¥ Ftyet 2,
0 2w

REMARQUE 2. L’application qui & une fonction f associe la suite (cx(f))gez est
linéaire : on a ci(f + g) = cx(f) + ck(g) et cx(Af) = Aek(f) pour toute constante A.

REMARQUE 3. Sion pose |f]1 = f |f(©)] g—;, alors

len(DI < I flv <[ flle pour tout k € Z.

Démonstration. C’est évident. O

NOTATION. Si f € Ror, on pose pour tout n € N :
n
Suf(t) = D el(f)e™.
k=—n

Autrement dit,
n

Suf = Y an(f)en.

k=—n
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LA QUESTION QUI VA NOUS OCCUPER. A quelle(s) condition(s) peut-on dire que
Spf “tend vers f”, en un (ou plusieurs) sens a préciser ?

1.4. Fourier et convolution.
DEFINITION 1.11. Soient f,g € Rox. Pour x € R, on pose

dt

frg@) = | fgt—0 5

On dit que la fonction f = g est la convolée de f et g.
REMARQUE 1. f =g est 2m-périodique, et elle est continue si f et g sont continues.

Démonstration. Exo utilisant le théoreme de continuité pour les intégrales a pa-
rametre. O

REMARQUE 2. Ona fxg=g=* f.
Démonstration. En effectuant le changement de variable u = x — t et en utilisant

la périodicité, on voit que

frglx)= | flt)gle—1)— flz —u)g(u)

—r 2T —t %

frmwﬂx—wd“—g*ﬂm.

_r or

T dt f—t+27r du

REMARQUE 3. L’application (f, g) — f # g est bilinéaire.

Démonstration. C’est évident par linéarité de l'intégrale. O

Le lemme suivant est “évident”, mais on verra qu’il est aussi trés important.
LEMME 1.12. Si f € Rox, alors f ey = cx(f)er pour tout k € Z.

Démonstration. C’est clair par définition :

ﬁ%m=”ﬂmM”“=Wﬂwme“:mmm»

27 . 27

0

Le lemme suivant ne nous servira en fait a rien ; mais il est tout de méme important
de connaitre ce résultat (“la transformation de Fourier change le produit de convolution
en produit ordinaire”).

LEMME 1.13. On a ci(f * g) = cx(f)cx(g) pour tout k € Z.
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Preuve formelle. En admettant qu’on peut permuter les intégrales,
dx

cx(f*g) = A g(w) e

[ ([ sge-ngr) et

-7 - 27T

_ " f(t)e—ikt <J7r g(x _ t)e—ik(a:—t) d.’I}> ﬁ

- 2w ) 27

T ) —t+27 ) U
[ e ([ gtwe g ) 5

= elo) [ e X~ genth)

1.5. Le “Lemme de Riemann-Lebesgue”.

PROPOSITION 1.14. Pour toute fonction f € Raor, on a klirJrrl cx(f) =0.
—> 100

Démonstration. On démontrera un résultat plus fort un peu plus loin; mais on
peut quand méme donner une preuve direct de Riemann-Lebesgue des maintenant. En
considérant séparément Re(f) et Im(f), on se rameéne au cas ou f est a valeurs réelles.

CAs 1. On suppose que la fonction f est en escalier sur [—7, 7].

Soit (so,...,sn) une subdivision de [—m, 7] adaptée a f, et notons «; la valeur
constante de f sur |sj,sj+1[, j =0,...,N — 1. Pour tout k # 0, on a

N=L rsjia
2m ek (f) = ), J f(t)e™ ™ at

j=0 Jsj

& AR
= a; f e "t

7=0 Sj

N-1 1
- ) B —iksji1 —iks;
= OZJ X Tk (e J e ]).

j=
Comme |e~#si+1 — ¢=kj| < 2 on en déduit

C N-1
27 |ex (f) < 7 pour tout k # 0, on C=2 Z lal;
j=0

ce qui prouve le résultat dans ce cas.
CAS GENERAL. On suppose que f € Ro, est quelconque (& valeurs réelles).

FAIT. Pour tout € > 0, on peut trouver une fonction ¢ € Ro, en escalier sur [—7, 7]
telle que || — f|1 <e.

Prewve du Fait. Comme f est intégrable au sens de Riemann sur [—7, 7], on peut
trouver deux fonctions ¢ et v en escalier sur [—m, 7] telles que

p<f<v [ wogse
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De plus, quitte a redéfinir p(—m) et ¢(m), on peut supposer que @(—7m) = f(—m)
et o(m) = f(m), et donc p(—m) = (7). On peut ainsi prolonger ¢ en une fonction
2m-périodique, encore notée . Alors ¢ convient, puisque

dt 1 ("
— <

o=fli= lo-1 (- <e

o2r 2w ) .

O

On peut maintenant finir la preuve. Soit € > 0 quelconque, et soit ¢ € Ror une
fonction en escalier sur [—7, 7] telle que || — f|1 < e. Par linéarité, on a pour tout
kelZ:

k()] = lee(f — o) + cr(@)| < lee(f — )| + |er(o)];
et donc
k(DI < f =l + [er(@)] < e+ |ex(e)].

Comme ck(p) — 0 quand k — +00, on peut ensuite trouver un entier K tel que
lek ()] < e pour tout k vérifiant |k| > K. On a ainsi

lek(f)] <2¢  pour [k] = K;
ce qui termine la démonstration. O

REMARQUE. La preuve a en fait établi le résultat plus général suivant : S7 f est
une fonction intégrable au sens de Riemann sur un intervalle [a,b] € R, alors

b .
j ft)e™tdt — 0 quand X\ — 0.

2. Densité des polynémes trigonométriques

2.1. Le résultat de base. Au Chapitre 1, on a démontré le Théoréme de Weiers-
trass, d’apres lequel les fonctions polynomiales sont denses dans C([a,b]) pour tout
intervalle compact [a,b] € R (Théoréme 6.1). L’analogue “périodique” est le théoréme
suivant, qui porte parfois le nom de Théoréme de Weierstrass trigonométrique.
On rappelle qu’on note Co, 1’espace vectoriel constitué par les fonctions f : R — C qui
sont 2m-périodiques et continues sur R.

THEOREME 2.1. Les polynémes trigonométriques sont denses dans Cor pour la
norme || - |oo. Autrement dit : si f € Cor alors on peut trouver une suite de polynémes
trigonométriques (Py,) telle que P, — f uniformément sur R.

La preuve de ce théoréeme repose sur deux lemmes et une remarque.

LEMME 2.2. Il existe une suite de polynomes trigonométriques (Qp)nen possédant
les propriétés suivantes :

(i) S:T Qn(t) % =1, et Q, = 0 pour tout n € N;

(i) pour tout 6 vérifiant 0 <0 <, on a
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Démonstration. Pour n € N, soit @, : R — R définie par

Qn(t) ! (1+ cost)" ot fﬂ (1 + cost)" dt
= — , U ap = —
" Qp " o 27
Les @, sont des polynémes trigonométriques car la fonction cos en est un, et il est
évident que @, vérifie (i) pour tout n € N. Il suffit donc de montrer que la suite (Q,)
vérifie (ii); et comme de plus les fonctions @, sont visiblement paires, on peut se
contenter de montrer que S; Qn(t) g—f; — 0 quand n — 0.

Comme la fonction ¢ — 1 + cos est décroissante et positive sur [0, 7], on a d’une
part

5/2 n dt )
ap = (I +cost)” — = (14 cos(d/2))" x —;
0 27 47
et d’autre part

0 <J (1 + cost)" j—t < (1 + cos(0))" x =9

5 m 27
Donc
4 dt 1 (™ dt  2(mr—0) [ 1+cos(d) \"
0< t) — = 1+ )" — < .
L @nlt) 2t an Js (1 cost) 27 0 (1 + cos(d/2)
Si on pose C' := @ et p:= 13:2272%?)2) (qui sont des constantes indépendantes de n)
on a ainsi p
4 t
OéJQn(t)ng" avec p < 1;
) 2m
et donc §3 Qn(t) g—fr — 0 quand n — o0. O

DEFINITION 2.3. On dira qu’un suite (Qpn)neny S Rox est une suite de Dirac si
elle vérifie les propriétés (i) et (ii) du Lemme 2.2.

LEMME 2.4. Soit f € Cor. Si (Qn)nen S Rar est une suite de Dirac, et si on pose
P, := f+Qn, alors P, — [ uniformément sur R.

Démonstration. Comme la fonction f est continue et périodique, elle est uni-
formément continue sur R (Exercice 5.3). En utilisant ce fait et les propriétés de
la suite (@), on montre que la suite (P,) converge vers f uniformément sur R en
procédant exactement comme dans la preuve du Théoreme de Weierstrass faite au
Chapitre 1. Ecrire les détails est un excellent exo. O

REMARQUE 2.5. Si f € Ro, et si () est un polynoéme trigonométrique, alors f * Q)
est un polynome trigonométrique.

Démonstration. D’apres le Lemme 1.12, on a f * e = cx(f)ex pour tout k € Z.
Dongc, si on écrit Q = > cp akek, alors f = Q = >\ ck(f)arer par linéarité ; et donc
P, = f %@ est bien un polynoéme trigonométrique. ([l

Preuve du Théoréme 2.1. Le résultat est maintenant évident : si f € Cor et si
on pose P, := f * Qp, ou (@) est une suite de Dirac constituée de polynomes
trigonométriques donnée par le Lemme 2.2, alors les P, sont des polynomes trigo-
nométriques par la remarque 2.5, et P,, — f uniformément sur R par le Lemme 2.4. []J
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2.2. Une illustration. Voici une application non-triviale de la densité des po-
.. , .

lyndmes trigonométriques dans Ca,. 1l s’agit d’un cas tres particulier d’un résultat

qu’on appelle le Théoréme ergodique. Soit
T:={2€C; |z| =1}.

PROPOSITION 2.6. Soit o € R tel que 5- ¢ Q. Si f : T — C est une fonction

continue, alors, pour tout tout £ € T :
. ino - it
2 J(enee) = o0 . e
Démonstration. Dans la suite on posera w := €'®. Comme /27 ¢ Q , on a ka ¢ 277

pour tout k € Z\{0}, et donc
wh £ 1 pour tout k € Z\{0}.

quand N — oo.

Il s’agit de montrer
1 2m

N—o

N—
Z W) T

pour toute fonction continue f : T — C et pour tout £ € T. Dans la suite, on fixe le

fle")dt

point £ € T.
Cas 1. f est de la forme f(z) = z

Sik =0, alors f(z) =1, donc % Z,]L_Ol
résultat est évident.
Si k # 0, alors w* # 1, et donc on peut écrire

koonkeZ.

(W) =1= gﬂ f(e) dt pour tout N et le

N-1 N-1 N-1 1 —wkN
2 fwhe) =g 3 W =6 ) (W) =65
n=0 = n=0

N—1
On a donc | >; f( " )’ < ﬁ pour tout N > 1, et donc

1 N-1 N 1 27 1 27
L negy N2 o+ ikt 3, it
N nzzjof(w ¢) 0 ZWL et %L f(edt.

CaAs 2. Cas général.
Soit C(T) ’ensemble de toutes les fonctions continues f : T — C. Pour N € N*, on

C la forme linéaire définie par

note Ly : C(T) —
1N W 1 it
: NZ f*% f( ) dt

Il s’agit de prouver que
Ln(f) BNy pour toute f € C(T).
Dans ce qui suit, pour k € Z on notera e; : T — C la fonction définie ey(z) := z

et on notera P le sous-espace vectoriel de C(T) engendré par les eg. Les éléments de P

sont donc les fonctions p: T — C de la forme

z) = Z crz®,

keA

k
’
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ou les ¢, sont des constantes et A C 7Z est fini.
FAIT 1. P est dense dans C(T) pour la norme | - [o.

Preuve du Fait 1. Soit f: T — C une fonction continue quelconque, et soit € > 0.
La fonction F' : R — C définie par

F(t) = f(e")
est continue et 2w-périodique, i.e. f € Cor. Par le Théoreme 2.1, on peut donc trouver

un polynéme trigonométrique P(t) = 3. cpe® tel que
keA

VteR : |P(t) — F(t)| <.

p(z) = Y e,

alors p e P et P(t) = p(e®) pour tout ¢t € R. Comme tout nombre z € T est de la forme
e, on voit ainsi que

Si on définit p: T — C par

VzeC : [p(z) — f(2)| <e;
autrement dit |p — flo < e. O

FarT 2. Ly(p) =0 pour tout p € P.

Preuve du Fait 2. Le Cas 1 dit exactement que Ly (er) — 0 pour tout k € Z. Donc
le résultat est clair par linéarité. O

FAIT 3. On a |Ly(f)| < 2| f]s pour toute f € C(T) et pour tout N € N.
Preuve du Fait 3. Exo. O

On peut maintenant terminer la preuve. Soit f € C(T) quelconque, et soit € > 0.
Comme P est dense dans C(T), on peut trouver p € P tel que |[p — fleo < €/3; et
comme Ly(p) — 0 quand N — 00, on peut ensuite trouver Ny tel que YN = Ny
|Ln(p)| < /3. Pour tout N > Ny, on a alors

|Ln ()] = [Ln(f —p) + Ln(p)|
<|Ln(f =Pl + L) < 2| = ploo + |Ln(p)] < 3e/3 = &;
ce qui prouve que Ly(f) — 0 quand N — co. g

2.3. Le “Théoreme de Fejér”. Le résultat suivant est une version plus précise
du Théoreme 2.1.

THEOREME 2.7. (Théoréme de Fejér)

Si f € Cor, alors la série de Fourier de f converge vers f uniformément au sens de
Cesaro. Autrement dit, si on pose pour N € N :

1 N
g 1nZosylf@),

alors on f(t) — f(t) uniformément sur R quand N — 0.

onf(t) =

Le preuve du Théoreme de Fejér est, dans les grandes lignes, la méme que celle du
Théoreme 2.1. Elle demande juste un peu plus de calculs.

LEMME 2.8. Soit f € Ro.
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(1) Pour toutne N, on a

Snf=f*Dy o, Dy := Z ek.

k=—n
(2) Pour tout N € N, on a
.
= K v Ky = D,.
onf=fx*Kn ot Ky:= > D,
n=0
Démonstration. (1) Par linéarité,
n n n
Suf = D alflex= Y fre=F (D er).
k=—n k=—n k=n
Méme preuve pour (2), en utilisant (1). O

DEFINITION 2.9. La fonction D,, s’appelle le noyau de Dirichlet d’ordre n, et la
fonction Ky s’appelle le noyau de Fejér d’ordre N.

LEMME 2.10. Pour tout n e N, on a

sin((2n +1)%
Dn(t) = (sin(t) 2);
2
et pour tout N e N, on a
-2 t
1 sin (N +1)%)
N +1 sinz(%)

Kn(t)
Remarque. Pour t € 277 les formules doivent étre comprises comme on le pense :
D,(t)=2n+1et Ky(t) =N + 1.
Preuve du lemme. Tout repose sur le Fait suivant.

Farr. Site R\27Z et M € N, alors

AZJWJ gimt _ iM% Sin((M Jtr 1)%)
m=0 Sll’l(i)

Preuve du Fait. Comme t ¢ 277, on a e # 1, donc on peut écrire

% it _ 1— ez’(M‘—&-l)t.
= 1— ezt
Puis on “traffique” % pour faire apparaitre les sinus :
1 — ef(M+1)t ei(M-&—l)% e—z’(M+1)g _ ez‘(M+1)§
et g5 o—iL _ it
_ it 2 sin((M +1)%)
—21 sin(%) ’

d’ou le résultat.
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En appliquant le Fait avec M := 2n, on trouve (pour ¢ ¢ 277)
n 2n t
X » ) » ,sin((2n +1)5
Z ezkt —e int Z ezmt —e int x 6 (( )2)’
sin(2)
k=—n m=0 2

ce qui est la formule souhaitée pour D, (t).

Ensuite, on écrit

N . t N
n=0 2 2

En appliquant le Fait avec M := N, on trouve

Z i2nt1)E _ ik Z _ N1 Sin(@”F 1)3).
=0 0 sin3)
Donc
- ( 5 em;ﬁ) _sin?((V + 1))
o sin()
ce qui donne la formule pour Ky (t). O

LEMME 2.11. Les noyauz de Fejér Ky possédent les propriétés suivantes :
S Kn(t )Q—l et Ky = 0 pour tout N € N;

(11) pour tout § vérifiant 0 < § < m, on a
=
limj Ky(t)dt =0 = hm K (t) dt.
N—w —r
Démonstration. (i) Par le Lemme 2.10, Ky est bien une fonction posz’tz’ve De
plus, S” Do) =37 7 ekt 4t — 1 pour tout n € N, et donc {*_Kn(t) 4 =

N1 Dm0 8 Dnlt) 55 = 1.

(ii) Comme Ky est une fonction paire (par définition, ou par le Lemme 2.10), il
suffit de considérer §§ Ky (t)dt. Si § <t < m, alors sin®(¢/2) > sin?(§/2). Donc, par le
Lemme 2.10,

& ]. 4 ]. Cé‘ 5
0< Knyt)dt < < WO = —T :
L ~(®) N +1 L sn2(3/2) SN+1 T S
ce qui montre que {5 Ky — 0 quand N — o0, O

Preuve du Théoréme de Fejér. Par le Lemme 2.11, la suite (Kn)n=0 est une suite
de Dirac; donc oy f = Ky * f — f uniformément par le Lemme 2.4. O

COROLLAIRE 2.12. Les coefficients de Fourier déterminent la fonction si celle-ci
est continue : si f,g € Cor vérifient ck(f) = cx(g) pour tout k € Z, alors f = g.

Démonstration. Soit u := f — g. Par linéarité, on a cx(u) = 0 pour tout k € Z,
et on veut montrer que u = 0. Mais c’est évident par Fejér : comme cx(u) = 0 pour
tout k£, on a S,u = 0 pour tout n, donc oyu = 0 pour tout N, et donc u = 0 puisque
onu(t) — u(t) pour tout t € R. O
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COROLLAIRE 2.13. Soit f € Cor et soit t € R. Si S, f(t) admet une limite quand
n — 00, alors cette limite est nécessairement égale a f(t).

Démonstration. Notons L la limite de S, f(t). Par le théoréme de Cesaro, on f(t) =
ﬁ ZnN:O Spf(t) tend vers L quand N — o0 ; donc L = f(t) par Fejér. O
3. Théorie “L?”

3.1. Un “produit scalaire” sur Ro;.
NOTATION 1. Pour f, g € Rox, on pose
Gave= [ Fea &
yg) = . g 27T
Farr 3.1. (-,-) est un semi-produit scalaire sur Ry, ce qui signifie que {f,g)

est linéaire par rapport a f, anti-linéaire par rapport a g, qu’on a {g, f) = {f,g), et
que {f, f) = 0 pour toute f € Ray.

Démonstration. Exo. O

Remarque. {-,-)n’est pas un vrai produit scalaire car il est possible d’avoir (f, f) =
0 sans pour autant que f = 0. Par exemple, la fonction f € Ro, définie par f(27n) =6
pour tout n € Z et f(t) = 0 pour t ¢ 27Z n’est pas identiquement nulle, mais (f, f) = 0.

NOTATION 2. Pour f € Ro,, on pose

4 , dt\"?
o= VT = (| 1r0r5)
- T
FAIT 3.2. | - |2 est une semi-norme sur Ry, ce qui signifie qu’on a | fl2 = 0,

INfl2 = |\ f |2 pour toute constante A, et l'inégalité triangulaire | f+gl2 < | fl2+]9g]2-
De plus, on a l'inégalité de Cauchy-Schwarz

(Kl < [ Fl2llgl2-

Démonstration. La preuve usuelle du fait que tout produit scalaire donne lieu a
une norme vérifiant a Cauchy-Schwarz fonctionne exactement de la méme fagon. [

TERMINOLOGIE. Méme si c’est seulement une semi-norme, on dit que | - |2 est la
“pnorme L?” sur Roy.

EXERCICE 5.4. Si u : R — C est une fonction continue 2m-périodique telle que
|ull2 = 0, alors u = 0.

EXERCICE 5.5. Soit (¢,,) une suite déléments de Roy, et soient f, g € Ror. Montrer
que si (¢,) “converge en norme” L? & la fois vers f et vers g, autrement dit si |, —
fll2 = 0 et |¢n — gll2 = 0 quand n — oo, alors | f — g||2 = 0.

REMARQUE 1. Si on applique Cauchy-Schwarz avec |f| et |g| plutot que f et g, on
obtient
4 dt
| 1#0a01 5 <1512 gl
autrement dit

[ £gll < £l llgl2-
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REMARQUE 2. On a ||[f|1 < [ f]2 < | fllso pour toute f € Ra.

Démonstration. L’inégalité ||f|2 < | flloo est laissée en micro-exo. Pour l'inégalité
Iflli < | f]l2, on aplique la remarque précédente avec g = 1. O

LEMME 3.3. La famille (eg)rez est orthonormale pour le semi-produit scalaire
(-, ). Autrement dit :

lexl2 =1 pour tout k et leg,e1y =0 sik #I.

Démonstration. On a [eg|3 = {*_|e* th = Ln 5= = 1 pour tout k € Z; et
lep,ery =1§" i(k=0) t;l;tr = [mei("’ bt ]777 = 0 si k # | par périodicité. O
COROLLAIRE 3.4. Pour tout polynome trigonométrique P(t) = . ce™™, on a

keA
2 2
IPI3 = lexl®.
keA
Démonstration. Comme la famille (ex) est orthogonale, |P|3 = | Y icp ckerl3 =
S ren lleker|3 par le Théoréme de Pythagore; d’ou le résultat puisque |eg]2 = 1 pour
tout k. 0
3.2. Signification géométrique de la série de Fourier.
FaiT 3.5. Si f € Rox, on a pour tout k € Z :
ce(f) = ([ ex)-
Démonstration. Par définition. O

NOTATION. Pour tout en tier n = 0, on note P,, I’ensemble des polyndémes trigo-
nométriques de degré < n, i.e. les polyndomes trigonométriques P de la forme

n
Z Cr eikt
k=—n
Autrement dit :

Pn = Vect (e_p, ..., ep,...e,) = Vect (e)5_

N

LEMME 3.6. Si f € Rax, alors, pour tout n € N, S, f est le projeté orthogonal
de f sur P,. Autrement dit, on a

Snf € Py et {(f = Sn, Q> =0 pour tout Q € Py,

Démonstration. Comme la famille (ej)}!__, est orthonormale et engendre P,,, c’est
une base orthonormée de P,. De plus, on a par le Fait 3.5 :

Suf = Y {frenen;

k=—n

donc on reconnait la formule “bien connue” pour le projeté orthogonal. O

Ezxercice. En toute rigueur, on devrait dire que S, f est un projeté orthogonal de
f sur P,. Pourquoi?

COROLLAIRE 3.7. On a ||f — Sy fl2 < |f — P|2 pour tout P € P,,.
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Démonstration. Par Pythagore,

If = PI3 = I(f = Suf) + (Suf = P)3 = |f = Sufl3 + [Suf — P35,
et donc en particulier | f — P[5 = | Snf — P35 O

TERMINOLOGIE. Si (o )kez est une suite de nombres réels positifs indexée par Z,

on pose
o6} n
Z ap = lim Z Qa;
n—o0
k=—n

k=—00

limite qui existe dans [0, 0] car la suite A,, := > «ay est croissante. On dit que la

0
série Y ay est convergente siona Y, ap < 0.
keZ k=—00

Ezercice. Sila série ) ay est convergente, alors o, — 0 quand k — +o0.

keZ
COROLLAIRE 3.8. Si f € Rax, alors la série Y. |ci(f)|? est convergente ; et de plus,
keZ
on a l'inégalité de Bessel
0
2 2
> leOP <IfI5.
k=—0o0

En particulier, c(f) — 0 quand k — +oo (Riemann-Lebesgue).
Démonstration. Par Pythagore, on a pour tout n € N :

1£13 = |f = Sufl3 + |Sufl3:

Donc
n

D lew( NP = 1SufI? < |fI3 pour tout n e N;

k=—n

o0
etdone Y |ep(£)I2 < |fI3 < 0. O

k=—0o0
3.3. Le Théoréme de Parseval.

THEOREME 3.9. Si f € Rox, alors la série de Fourier de f “converge vers f en
norme L?” ; autrement dit

|Snf — fla—0 quand n — 0.
Démonstration. Le point clé est le fait suivant.

FAIT. Les polynémes trigonométriques sont denses dans Ro, pour la norme L2,
Autrement dit : si f € Ray, alors, pour tout £ > 0 donné, on peut trouver un polynéme
trigonométrique P tel que |f — P2 < e.

Preuve du Fait. En considérant séparement partie réelle et partie imaginaire, on
se ramene au cas d’'une fonction f € Ro, a valeurs réelles. Dans la suite, on fixe € > 0.

ETAPE 1. On peut trouver une fonction ¢ € Rox en escalier sur [—m, 7] telle que
[ = fllz < /3.
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Démonstration. Soit n > 0. Comme f € Ro,, on peut trouver deux fonctions ¢
et ¢ en escalier sur [—m, 7] telles que ¢ < f < ¥ et {7 (¢ —¢) < n. De plus, on

peut supposer que ¢o(—m) = f(—7) et ¢(m) = f(n), donc p(—7) = p(7), ce qui
permet de prolonger ¢ en une fonction 2w-périodique. On peut également supposer
que [@fo < [ flloo- Alors

lo— 118 = | " et — fo)p 2

o 27

<A 7 170 - ot

2 -
< o -
ST car [f — | <Y — .

Donc [|¢ — flla < C\/n ott C' = /| f|e/7; et donc, en choisissant 1 assez petit :
lp = fll2 < /3.
g

ETAPE 2. On peut trouver une fonction h continue et 2r-périodique (i.e. h € Caor)
telle que |[h —¢[2 < €/3.

Démonstration. Soit (s, ..., sn) une subdivision de [—7, 7] adaptée a ¢ :
o(t) =a; surs;, sj41] pour 7 =0,...,N —1.

Soit également 1 > 0 tres petit, et soit h, : [—7, 7] — R la fonction continue définie
comme suit : hy,(t) := @(t) sur [s; + 11,5541 —n] pour j =0,...,N —1 et pour t =0
et t = 2m; et hy, est affine sur les intervalles restant (faire un dessin). Comme h,, est
continue sur [—7, 7| et hy,(0) = ¢(0) = ¢(27) = hy(27), on peut prolonger h en une
fonction continue 27-périodique, encore notée hy; et on a [[hylle < @], quelle que
soit la valeur de 7 (exo0). Comme h,, = ¢ sur chaque [s; —n,s; +n], on a

2 SN 2
27 |y — 3 = j hy — @]

50

N-1 sj+m Sj+1
-2\, -l
=0 Sj Sj+1—1

N—-1
< 3 (4eln + 4lelZn)

j=0
=Cn ott C = 8N|p|% ne dépend pas de 7.
Dong, si on choisit 7 assez petit, on aura

|7 = el < &/3.

ETAPE 3. Conclusion.

Soient ¢ et h les fonctions données par les Faits 1 et 2. On a

[h = flz < h=el2+ o= Ffla <e/3+e/3=2¢/3.
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De plus, comme h € Co,, on peut appliquer le Théoreme 2.1 pour trouver un polynéme
trigonométrique P tel que

|P—hl|ew <e/3 , etdonc |P—h|<e/3.

Alors
|P = flla <[P =Rz + [h— fl2 <&,

ce qui termine la démonstration du Fait. O

Il est maintenant facile de terminer la preuve du Théoreme de Parseval. Soit f €
Rax, et soit € > 0 quelconque : on cherche N tel que ||S,, f — f|l2 < & pour tout n > N.
Par le Fait, on peut trouver un polynéme trigonométrique P tel que |f — P2 < e.
Alors P € Py pour un certain entier IV, et on a donc P € P,, pour tout n > N. Comme
Snf est le projeté orthogonal de f sur Py, on en déduit

|Snf —fla<|P—fla<e pour tout n = N.

COROLLAIRE 3.10. Pour toute f € Raor, on a la formule de Parseval

>l =10 = [ 110P

W= o

Démonstration. Par l'inégalité triangulaire, |S,f|2 — |f]2 quand n — oo (exo).

Donc
n

1£13 = lim |Snf13 = lim > |ex(f)I.

k=—n

0

COROLLAIRE 3.11. Les coefficients de Fourier “déterminent la fonction” au sens
suivant : si f,g € Raop vérifient ci(f) = ck(g) pour tout k € Z, alors |f —gll2 =0; et
donc f = g si f et g sont de plus continues.

Démonstration. La fonction u := f — g vérifie ¢x(u) = 0 pour tout k € Z, donc
|ul2 = 0 par la formule de Parseval. Si f et g sont de plus continues, alors u = 0
d’apres I’Exercice 5.4. g

COROLLAIRE 3.12. Soit f : R — C une fonction continue 2w-périodique. Si la suite
(Snf) converge uniformément sur R, alors elle converge nécessairement vers f.

Démonstration. Supposons que la suite (S, f) converge uniformément vers une
fonction f : R — C. Alors S, f — f en norme L2 car | - |2 < | - . Mais par le
Théoreme de Parseval, on sait aussi que S,f — f en norme L2. Donc |f — S fla =0
par ’Exercice 5.5; et donc f f d’apres I’Exercice 5.4 car la fonction u := f f est
continue (f est continue par hypothese, et f est continue par convergence uniforme de
la suite (S, f)).

On peut aussi raisonner comme suit : comme la série Y cx(f)e* converge uni-
formément vers f, on a ck(f) = ¢x(f) pour tout k € Z d’apres le Lemme 1.9; donc
f = fcar f et f sont toutes les deux continues (Corollaire 2.12 ou Corollaire 3.11). O

7r2

COROLLAIRE 3.13. On a kZl =
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Démonstration. Soit f: R — R la fonction 2w-périodique définie par
ft)=t pour —7w<t<m.

La fonction f est continue sur [—7, 7[ et bornée sur [—m, 7], donc elle est intégrable
au sens de Riemann sur [—m, 7] ; et par conséquent f € Roy.

Onaco(f)=§"_t & — () car f est impaire sur |—m, 7[. Pour k # 0, une intégration
par parties donne

4 g db
2rer(f) = J o
- 27
—1 k™ L™ ke
= [ex e o | et
|1 ik 7r+ikf_7re
(—1)k+17r
=2
ST
donc ¢ (f) = (72:“ et |ex(f)]? = 72 pour tout k # 0.

Par la formule de Parseval, on a donc

U (" et ([T dt
5 ,@—f_gf(t)r QW—f p

keZ\{0} -
autrement dit ”
1 1 3 1 3 2
= k 21 31— 27 3 3

4. Convergence normale

RAPPEL. Si (aj)kez est une suite de nombres réels positifs indexée par Z, on pose

0 n
ap = lim e
2, = lim ) a,
k=—o0 k=—n
o0
et on dit que la série Y]« est convergente sion a > ap < 0.
k=—o0

DEFINITION 4.1. Soit (fx)rez une suite de fonctions indexée par Z, avec fr : R —

C. On dit que la série >, fr converge normalement sur R s’il existe une suite de

réels positifs (ax)kez telle que

|fx(t)| < ap  pour tout t € R et la série Y oy, est convergente.

Remarque 1. Sila série Y| fi converge normalement sur R, alors la suite des sommes

n
partielles symétriques S, = > fr converge uniformément sur R.
k=—n

Démonstration. On vérifie que (S,,) satisfait au critere de Cauchy uniforme (exo).

O

t

Remarque 2. Une série de la forme Y cpe converge normalement sur R si et

seulement si la série Y| |cx| est convergente.

Démonstration. C’est évident. O
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DEFINITION 4.2. Soit f : R — C. On dit que f est de classe C' par morceauz
sur un intervalle [a,b] € R s’il existe une subdivision (so,...,sn) telle que f est de
classe Ct sur chaque intervalle ]sj, sj+1[, 0 < j < N—1 et f' admet une limite a droite
en s; et une limite & gauche en sji1. (Fuire un dessin).

REMARQUE. La fonction f n’est pas forcément continue sur [a,b]. Mais si elle
lest, et si (sg,...,sn) est comme dans la définition, alors f est de classe C! sur chaque
intervalle fermé [s;, sj41].

Le résultat suivant s’appelle parfois le Théoréme de Dirichlet. On pourrait aussi
I'appeler le “Théoreme de convergence normale pour les séries de Fourier”.

THEOREME 4.3. Soit f : R — C une fonction 2mw-périodique. Si f est continue sur
R et de classe C! par morceaux sur [—m, 7], alors la série de Fourier de f converge
normalement vers f. Autrement dit, on peut écrire

0
VieR : f(t) = Z cpe®t,
k=—00
ot la série converge normalement sur R.
Démonstration. Dans ce qui suit, on posera f'(t) = --- f/(t) en tout point ¢t ou f

est dérivable, et f'(t) = 0 en tout point ¢ o f n’est pas dérivable.
FAIT 0. La fonction f’ appartient & Roj.

Preuve du Fait 0. Comme f’ est clairement 2m-périodique, il suffit de montrer
qu’elle est intégrable au sens de Riemann sur [—m, 7]. Soit (s, ..., sy) une subdivision
de [, 7] témoignant que f est C! par morceaux sur [, 7]. Alors f’ est continue sur
chaque |sj, sj+1[, et admet une limite a droite en s; et une limite & gauche en s;j41;
donc f’ est continue par morceauz sur [—m, ], et donc intégrable au sens de Riemann
sur [—m, 7]. O

FAIT 1. Pour tout k € Z, on a cx(f') = ikex(f)-

Preuve du Fait 1. Comme f est continue et C! par morceaux, on peut trouver une
subdivision (so,...,sy) de [—m, 7] telle que f est de classe C! sur chaque intervalle
[Sj,Sj_H], 0<j<N-—1.Alors

1 N=b rsjpn .
wlf) =5 3 | roe
2m - s
7=0 *%j
De plus comme f est de classe C! sur chaque [s;, sj+1], on peut intégrer par parties :

f e tar = [roe ]+ f ) < ke

. Sj .
Sj J Sj

On obtient donc

, N—-1 i si41 1 N-1 Sjt1 —
a(f') = z;)[f(t)e i Lj + 5 z;)f F(t) x ike ™t dt
Jj= Jj=0 v5;

¥ ¥

f(t)e—“ft]” +1r f(t) x ike~*tdt,

-7 2 -
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De plus [f(t)e*ikt]:r =0 car f(m) = f(—m); donc

c(f) =ik ﬂf(t)eikt;l;:ikck(f).

O

Remarque. 11 est important de se souvenir que si f est une fonction 2mw-périodique
de classe C!, alors on peut exprimer cj(f) en fonction de cx(f’) pour k # 0 en faisant
une intégration par parties.

FaIT 2. La série Y. ¢ (f)e?** converge normalement sur R.

Preuwve du Fait 2. Par le Fait 1, on a cx(f) = 7 cx(f') pour tout k # 0, donc

1 /
ek ()] = ] ler(f)]

< %(% Fler(P)  (exo).
Donc
= lw 11
o ekl < leo(H)PP + 5 > =15 D ler(F)I?
JR— k0 k0
< par 'inégalité de Bessel pour f.

O

Remarque. De cette preuve, il importe retenir la chose suivante : si (ay) et (bg)
sont deux suites de nombres complexes telle que les séries > |ax|? et . |bg|* sont
convergentes, alors la série > aiby est absolument convergente (en raison par exemple de
Vinégalité |arby| < L (Jax|? + |bx]?)). On peut écrire cela comme suit : “¢% - (2 < (17,

m .
FAIT 3. Ona Y cip(f)e’™ = f(t) pour tout t € R.

k=—00

Prewve du Fait 8. Posons f(t) := 3 cx(f)e™. Comme la convergence normale
k=—o0

entraine la convergence uniforme, la suite (S, f) tend vers f uniformément sur R; et

donc f = f d’apres le Corollaire 3.12 puisque f est supposée continue. (Si on préfere,
on peut aussi appliquer le Corollaire 2.13.)

0

Par les Faits 2 et 3, la preuve du théoreme est maintenant terminée. ]

ILLUSTRATION. Retour sur les fonctions holomorphes.

Soit R > 0, et soit f : D(0, R) — C une fonction holomorphe, i.e. f est C-dérivable en
tout point et [ est continue sur D(0, R). On va utiliser le Théoréme 4.3 pour montrer
que f est développable en série entiere dans le disque D(0, R).

Pour 0 < r < R, soit f, : R — C la fonction 2nw-périodique définie par

fo(t) = f(re).
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Comme f est holomorphe sur D(0, R), toutes les fonctions f. sont de classe C' sur R;
donc on peut écrire pour tout t € R :

0¢]

(+) ) =) elfr)e™.

k=—o0
Pour k€ Z et 0 < r < R, posons ¢i(r) = cx(f,); autrement dit,

™ . o dt
pur) = | sty
2

—T
Comme f est holomorphe sur D(0, R), on voit en utilisant le théoréme de dérivabilité
des intégrales & parametres que chaque fonction ¢y, est de classe C! sur [0, R[, avec

i L ooodt
/ _ (o 0t it —ikt .
i) = | ettt L

Par ailleurs, si » > 0 alors

f/(Teit)eit _ % %[f(rezt)]

En intégrant par parties, on en déduit

1
/ —
Yk (r) = [27?2'?”

Lam k(T L dt
f(rezt)e—zkt] + = f(relt) e_lktf,
-7 r 2w

—T

autrement dit
k
Pr) =~ on(r).

Il s’agit d’une tres belle équation différentielle linéaire d’ordre 1 : on en déduit qu’il
existe une constante c¢;, telle que

or(r) = cpr® pour 0 <r < R.

k

Comme ¢y, est de plus continue en 0, cela force ¢, = 0 pour k£ < 0, puisque % — ©

quand r — 07. Ainsi, @r(r) =0 si k < 0. En résumé :

e(fr) =0 sik<0 et ck(r) =cpr” sik=0.
En revenant & (), on voit donc que si z € D(0, R) et si on écrit z = ret
alors

avec 0 <r < R,

0 e¢]
f(2) = f(re™) = f.(t) = Z cpr” ettt = Z cr2t.
k=0 k=0
Donc f est DSE dans le disque D(0, R).

REMARQUE 4.4. Dans la preuve du Théoreme 4.3, on a montré que si f : R — C

est une fonction 27-périodique de classe C!, alors ci(f) = i ck(f) pour tout k # 0.
On en déduit que si f est de classe C", r > 1, alors cx(f) = W ci(f(M). D apres le
Lemme de Riemann-Lebesgue, on en déduit le fait suivant : Si f : R — C est une
fonction 2m-périodique de classe C, alors

Dl =o () muand il

ILLUSTRATION. Sommes de Riemann d’une fonction périodique de classe C*.
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Soit f : R — C est une fonction 2w-périodique de classe C*. Pour N € N*, on pose

R (/) 27erllf<.27T>
N .—Nj:O jN .

On reconnait une somme de Riemann pour f associée a une subdivision de [0,27] de

“pas” %”’ ; donc on peut dire d’emblée que

21
Ry (f) — f(t)dt quand N — 0.
0
On va en fait montrer que
21

41)  Va>0: ’RN(f) Y dt’ —0 (2) quand N — o,

0 N

Par le Théoreme 4.3, on peut écrire

o N—-1 o 2k
Rx(f) =% 2 2 (e~
j=0 k=—o0
27T & N=L 2km j
=N Z cx(f) : (GZT)
k=—00 7=0

i 2km
De plus, comme wy, := €'~ vérifie w,iv =1, on a pour tout k € Z (exo) :

szl (ei%Tﬂ')j { 0 si k n’est pas multiple de N,

~ "\ N sikest multiple de N.
]:

Donc on obtient
Ry(f) =2m ) er(f).

keNZ

Comme de plus 2mey(f) = gﬂ f(t) dt, cela peut encore s’écrire

27T 0
Ry(f) = ) F@ydt+ Y (eni(f) + c—ni(f))

=1
On a donc en particulier
2w

‘Rw)— O f(t)dt‘SZ(Ich(f)|+|c—Nz(f)|)-
=1

Mais comme f est de classe C*, on sait par la Remarque 4.4 que |cx(f)| = o(1/|k|%)
pour tout @ > 0 quand |k| — oo. De 1a, on déduit facilement (4.1). Ecrire les détails
constitue un bon exo de compréhension.

5. Convergence ponctuelle
DEFINITION 5.1. Soit f : R — C, et soit xg € R. On dit que la fonction f est
réguliére au point rg si
o f admet une limite a gauche et une limite a droite en xg ;

e la fonction fy définie par fi(z) = f(z) pour t > xo et fi(zo) = f(af) est
dérivable a droite en x,
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e la fonction f_ définie par f_(x) = f(x) pour t < xo et f_(xo) = f(zy) est
dérivable a gauche en xg.

EXEMPLE. Si f est de classe C! par morceaux au voisinage de zg, i.e. C' par
morceaux sur un intervalle [a,b] avec a < zp < b, alors f est réguliére au point xg.

Le résultat suivant est parfois appelé le Théoréme de Jordan-Dirichlet. On
pourrait aussi appeler le “Théoreme de convergence ponctuelle” (pour les séries de
Fourier).

THEOREME 5.2. Soit f € Rox, et soit xg € R. Si f est réguliere au point xq, alors

Shf@m)naw f@ﬁ);uﬂ$5%

autrement dit, on peut écrire

2 Ck(f)eikxo _ f(l'g);f(wa)

k=—o0

En particulier, si f est continue en xg et C' par morceauz au voisinage de g, alors

0

ST () = f(a).

k=—00
Démonstration.

FarT 1. Pour tout n € N, on a

Snf(‘rO) f( 0 330 J D
ou D, est le noyau de Dirichlet et
¢(t) == (flzo +1) = f(zq)) + (f(zo —t) = flzg))-

Preuve du Fait 1. On sait par le Lemme 2.8 que

dt
Suf(e0) = £+ Dfan) = [ flao = 0D,(0) 51
n
De plus, D, (t) = . ex(t) est visiblement une fonction paire. Donc
k=—n
0

f(zo — t)Dy, dt_ffxoﬂ) o (t) dt;

—T

et par conséquent

4 dt
(1) Suf(an) = | (7o =)+ flan +1) Dalt) 5
Par ailleurs, comme D,, est paire et SLF D, (t ) Z S_W it dt =1,0n a

T a1 (" dt 1
Dy(t)— = = D,(t) — = -
L ()271' 2J;7T ()271' 2
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N _
Donc on peut écrire M = (f(zg) + flzg) So

) & ou encore
fE) + fay) (T ] at
(52) R I 2T " (p(ai) + (25)) Dalt)
0 s
En combinant (5.1) et (5.2), on obtient 'identité cherchée. O

FAIT 2. La fonction h : [0, 7] — C définie par
(1)

h(0) :=0 et h(t) := sin(D)
2

pour 0 <t<m

est intégrable au sens de Riemann sur [0, 7].

Prewve du Fait 2. Montrons d’abord que h est bornée sur [0, 7r] Comme f est
f(@)—f(zg) f@)=f(zq)

r—xo r—xo
admet une limite quand * — z,. En particulier, on peut trouver ¢ > 0 tel que la

— (it -
%{Effo) est bornée sur |xg,zg + 0] et la fonction z — M est

bornée sur [zg—0, xo[. Il existe donc une constante C' telle que | f(zo+1t)— f+ (xg)| Ct
et |f(zo—1t) — f-(z0)] < Ct pour 0 < ¢ < J. On obtient ainsi

\¢(t)]<0t+0t:20t pour 0 < t < 6.

réguliere en zq, on sait que admet une limite quand z — x et que

fonction x —

Par ailleurs, on a également sin(%) > 2 x § = L sur [0, 7] car sin(u) > 2u sur [0, 7/2].
Donc on obtient
|h(t)] < 2Ct x % =2nC pour 0 <t < 6.

Ainsi, h est bornée sur ]0, 0], et donc bornée sur [0, §]. Comme h est également bornée
sur [, 7] (car f est bornée et la fonction ¢ — 1/sin(%) est continue sur [4,7]), on en
déduit que h est bornée sur |0, 7], et donc aussi sur [0, 7].

On sait maintenant que h est bornée sur [0, 7]. Par ailleurs, h est intégrable au
sens de Riemann sur tout intervalle [, 7] avec 0 < 7 < 7 (car ¢ et la fonction continue
t +— 1/sin(%) le sont). Comme on le sait (ou pas, auquel cas il faut faire 'exo), ces
deux propriétés entrainent que h est intégrable au sens de Riemann sur [0, 7]. O

On peut maintenant démontrer le théoreme. Par le Fait 1 et comme
sin((2n+1)%)

sin(L) o(t) = Sin<(2n + 1)%) h(t) si0<t<m

D (t)o(t) =
on a pour tout n € N :

flag) + flag) _ (T t dt
Snf(zo) — B — s1n((2n + 1)5) h(t) — o
= Jg sin((2n + 1)u) h(2u)ﬁ-
0 2
De plus, par le Fait 2 la fonction 27-périodique h définie par %(u) = h(2u) sur [0, ]
et 7L(u) = 0 sur |5, 27] appartient a Roy ; et comme

ei(?n-‘rl)u _ e—i(?n-‘rl)u

21 ’

sin((2n + 1)u) =
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on voit que

fzg) + f(zq) 1

Snf(xO) - - 9 = _E(C%ﬁ-l(h’) — C—(2n+1) (h’))
+ —
Par le Lemme de Riemann-Lebesgue, on en déduit que Sy, f(xg) — w tend vers
0 quand n — o, ce qui termine la démonstration. ]

REMARQUE 5.3. Soit f € Ro,. Si la série de Fourier de f converge en un certain
point x € R (autrement dit, si S, f(z) admet une limite quand n — o), alors on a

o0 0 ¢]

> e = o) + 3 (ar(f) cos(ka) + bi(f) sin(ka) ).

k=—00 k=1
ou les coefficients ax(f) et bx(f) sont donnés par les formules

anf) = 2 [ Fycosttydt et bp() = L [ F(t) sinht) dr.

T ) s TJ_
(On dit que les ay(f) et les b(f) sont les coefficients de Fourier réels de la fonction
f.) En particulier : si la fonction f est paire sur | — w, 7|, alors

0

o0]
Z ck(f)e“““” =co(f Z ax(f) cos(kx);
k=1

k=—00
et si f est impaire sur | — m, 7[, alors

o0

Z etk = Z b (f) sin(kx).

k=—00
Démonstration. Pour alléger les notations, écrivons ¢ au lieu de ¢ (f). Pour tout
entier N > 1, on a
N

Z cpe'® Z ¢k (cos(kx) + isin(kz))

k=—N

Mz

N
ch+ckcoskx )+i Y (cp —c_p)sin(kz).

k=1

Par ailleurs, on a aussi
1 (7 ~ ~ 1 (™
chten=o f (e 4+ () dt = = [ (1) cos(kt) dt = au(F);

et de méme

Cr— = % i e ) (1) dt - *%’ _ﬂ F(t) sin(kt) dt — —i bu(f).

On obtient ainsi

N
Z cre®® = co(f) + Z ( ) cos(kz) + br(f) sin(ka:)) pour tout N > 1
= k=1

d’otu le résultat. U
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COROLLAIRE 5.4. Soient f,g € Rox et soit xg € R. Si f et g coincident au voisinage
de xo, alors Sy, f(xo) admet une limite quand n — o0 si et seulement si Spg(xo) en
admet une, et dans ce cas im S, f(xo) = lim S, g(xo). (Ce résultat porte le nom de
principe de localisation.)

Démonstration. La fonction ¢ := g — f est identiquement nulle au voisinage de xg,
donc certainement réguliere au point zg avec ¢(zg) = 0 = ¢(x). Donc S,¢(zg) —
0 quand n — oo, autrement dit S,g(zo) — Snf(xo) — 0. Le résultat s’en déduit
immédiatement. O

COROLLAIRE 5.5. On a les formules suivantes :

sin( t) t
Vt e | 1)k+1 = -
—m, 7| Z 5

k=1
et
o0 . —z
V€ ]0,2 .
x l Z 5

Démonstration. Soit f : R — R la fonction 27-périodique telle que
ft)=t pour t € [—m,7[.

La fonction f est visiblement réguliére en tout point (mais pas continue), et continue
sur |—m, 7[. De plus, f est impaire sur |—m, w[. D’apres le Théoreéme 5.2 et la Remarque
5.3, on a donc

Z bi(f) sin(kt) pour tout ¢ € |-, 7[.

Le calcul des coeﬂiments bi(f) est facile en intégrant par parties :

be(f) = 1Jﬂ tsin(kt) dt = [—klﬂ tcos(kt)}7r + ki i cos(kt) dt

™) e
=2 x (_1k):k_l +0.
On obtient ainsi
i ye+1 sin( t) = % pour t € |-, [.

Si maintenant on prend z € ]0, 27| et ¢ := 7 — x, alors sin(kt) = (—1)¥*!sin(kz) pour
tout k > 1; et comme ¢ € |—m, [, on en déduit

S osin(kr)  w—=x
Z = pour z € |0, 27|.
=k 2

COROLLAIRE 5.6. Pour tout a € R\Z, on a

Wcotan 7ra - + Z 73 k2
a
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Démonstration. Soit f: R — C la fonction 27-périodique telle que
f(t) = et pour t € [0, 27 .

La fonction f est réguliere au point zg = 0, avec f(0F) = 1et f(07) = f(2r7) = 2™,
Donc on peut écrire
o0

(5.3) Z ck(f) = 1_,_;2ma = ™ cos(ma).
k=—o0

Par ailleurs, les ci(f) sont faciles a calculer : comme a ¢ Z, on a

L ("7 st ikt 1 ; 2 1 ‘
_ = —ikt gy [ ez(a—k)t] - e2z7ra —1):
x(f) 27 JO ©c i(a—k) 0 2im(a — k) ( )
et comme %7 — 1 = ¢ (ei’m — e*im) = €™ x 2isin(ma), cela peut encore s’écrire

e sin(ma)
m(a — k)

e sin(ma) | 1 i ( 1 )
a /= a +k
B e sin(ma) 1 znl
—— | P :
En revenant a (5.3), on obtient ainsi
) €™ cos(ma);

o0
6 Sln 7Ta ( 2

d’ou la formule souhaitée :

ek (f) =

On a donc pour tout n > 1 :

n

> en(f)

k=—n

5 = mcotan(ma).

1 & 2
7+Z 2
a k=1a —
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